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INTRODUCTION. 



I. L'accueil favorable que les géomètres ont fait à VJnaly^e 
infinitésimale des courbes tracées sur une surface quelcon-- 
que, que nous avons dernièrement publiée, nous détermine 
à publier sans retard V Analyse infinitésimale des courbes 
planes. Ces deux Livres ont des relations tellement directes 
Tun avec l'autre» qu'ils sont en quelque sorte inséparables» 
C'est dans le même esprit qu'ils ont été écrits, c'est la même 
doctrine qu'ils contiennent; nous pourrions dire qu'ils for- 
ment un seul et même Livre, s'ils n'étaient indépendants l'un 
de l'autre par la méthode et par la démonstration. 

Ceue diversité de procédés, cette indépendance de raison- 
nement nous étaient imposées par de puissantes raisons. 

Au point de vue de la logique, il faut qu'une doctrine se 
développe dans l'ordre naturel ; l'ordre naturel du premier 
Livre, abordani d'emblée le problème général des courbes 
tracées sur une surface quelconque, consistait à descendre du 
composé au simple; l'ordre naturel du second Livre, destiné 
à donner la solution du problème des courbes planes, con- 
siste au contraire à s'élever graduellement du simple au com- 
posé. 

Au point de vue des idées, une doctrine affirme sa puis- 
sance lorsque, par ses considérations diverses, elle se montre 
toujours la même. 

Au point de vue des formes, elle devient attrayante lors- 
qu'elle pare son unité par la variété des méthodes. 
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IL La doctrine développée dans notre Analyse des courbes 
tracées sur une surface est fondée sur deux principes qui, 
rigoureusement, n'en forment qu'un. Le premier est que, 
lorsqu'une ligne est décrite sur une surface, il faut dans l'é- 
tude de cette ligne exclure tout élément étranger à la surface. 
Il est en effet inutile, lorsqu'on chemine sur une surface, 
d'aller chercher ailleurs des jalons pour connaître le chemin 
qui a été parcouru. Or, lorsque l'on rapporte un point de la 
surface à des coordonnées qui ne lui appartiennent pas, se- 
raient-elles les plus simples de toutes, telles que les coor- 
données rectilignes, que fait-on autre«chose qu'établir des 
points de comparaison en dehors de la surface elle-même? 
Rien n'est plus illogique que ce procédé; mais, en prenant des 
points de repère sur des surfaces différentes de celle dont il 
s'agit, il se produit un double inconvénient : le premier est 
que ces points de repère ne s'introduisent pas seuls, ils en- 
traînent des éléments qui appartiennent à ces surfaces, ces 
éléments parasites alourdissent la marche du calcul; le se- 
cond est qu'ils masquent par leur présence les éléments qu'on 
a le plus d'intérêt à manier, ceux qui appartiennent à la sur- 
face elle-même. Be ces considérations, il résulte que c'est sur 
la surface elle-même qu'il faut prendre les coordonnées aux- 
quelles la courbe que l'on étudie doit être rapportée. 

Il est vrai qu'il n'est pas facile de rapporter une ligne tracée 
sur une surface à d'autres lignes également tracées sur la sur- 
face; mais, parmi ces courbes, il en est qui présentent des 
caractères exceptionnels de simplicité, qui jouent sur la sur- 
face le même rôle que la ligne droite remplit sur le plan. Ces 
lignes, qu'on appelle gpéorf^^/çwe^, se présentent d'elles-mêmes 
pour remplir les fonctions de lignes coordonnées, par suite 
de deux propriétés spéciales, qui sont : la première, une pro- 
priété projectiveà l'instar de celle dont jouissent les contours 
rectilignes ; la seconde, une propriété angulaire, analogue à 
celle qui appartient à la somme des angles des polygones for- 
més par des droites. Nous avons montré surabondamment 
dans notre premier Ouvrage le parti que l'on peut tirer de ce 
système de coordonnées; nous avons montré aussi que l'on 
pouvait quelquefois se servir dans le même but des lignes de 
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courbure et de quelques autres lignes possédant des avantages 
spéciaux, suivant la nature de la surface. 

III. Le second principe sur lequel est fondée notre ana- 
lyse des lignes décrites sur une surface quelconque est que, 
pour l'étude des lignes, il convient d'exclure tout élément 
étranger à ces lignes; mais ici se présente une difficulté pro- 
venant de Toption qu'il y a à faire entre deux partis qui pré- 
sentent chacun un avantage réel. 

Lorsqu'on ne fait intervenir dans la représentation d'une 
ligne par des équations aucun élément étranger à cette ligne, 
deux équations simples suffisent: la première donnant le rap- 
port de l'élément curviligne de la courbe à la déviation qu'é- 
prouve cet élément lorsqu'on passe d'un point à un point in- 
finiment voisin; et la seconde donnant le rapport du même 
élément curviligne à la déviation du plan qui contient deux 
éléments curvilignes consécutifs, lorsqu'on passe d'un point à 
un point infiniment voisin. Ces deux équations, dans lesquelles 
les seconds membres 3ont des fonctions, soit de l'arc, soit de 
la déviation intégrale, définissent complètement la courbe en 
elle-même, et ne renferment aucin élément étranger à cette 
courbe. Ce sont les deux équations élémentaires de la courbe; 
mais il arrive alors que la surface qui la contient se trouve 
complètement éliminée : ce qui revient à renoncer, par cela 
même, aux avantages qu'elle peut introduire» et qu'elle in- 
troduit réellement, pour la simplification du calcul, lorsqu'on 
lui fait jouer un rôle direct. 

On est donc conduit à faire intervenir directement la surface 
dans le calcul; dans ce cas, une seule équation suffit pour re- 
présenter la courbe. On aurait intérêt à conserver ^ans altéra- 
tion l'une de ses deux équations élémentaires, pour n'intro- 
duire aucun élément étranger à la courbe; mais la chose n'est 
pas possible. Il faut que la présence de la surface s'accuse par 
une légère modification qui pénètre dans la première de ces 
deux équations,'sans toutefois en oblitérer la forme. Il suffit 
de prendre pour équation le rapport de l'élément de la ligne 
à la projection sur le plan tangent, de la déviation qu'éprouve 
cet élément quand on passe à un point infiniment voisin pris 

b 
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données de la définition se trouvent masquées, et Ton arrive 
à ce résultat anormal que la tangente et le cercle osculateur 
sont déterminés par des éléments différents de ceux qu'il con* 
venait d'introduire, et que ces belles relations qui existent 
entre les éléments d'une' courbe et les éléments correspon- 
dants des lignes coordonnées appartenant à la définition de la 
courbe, relations qu'on avait tant d'intérêt k connaître, nous 
devrions dire qu'il était indispensable de connaître, sont pré- 
cisément celles qui sont le plus cachées par suite de l'emploi 
inopportun d'un système de coordonnées différent de celui 
qu'il fallait choisir. 

Ces considérations prennent une nouvelle force lorsqu'on 
les applique à la rectification et à la quadrature de la courbe, 
lesquelles sont toujours simplifiées lorsqu'on les fait dépen- 
dre de la rectification et de la quadrature des lignes coor- 
données dévoilées par la définition de la courbe. 

YI. Ces raisonnements seront mis dans une plus grande évi- 
dence par quelques exemples. Lorsque Ton définit l'ellipse par 
cette propriété que la somme des distances d'un de ses points 
à deux points fixes est constante, fait-on autre chose sinon 
qu'exprimer une relation entre un de ses points et une certaine 
longueur constante; on affirme que tout point de la courbe 
est l'intersection de deux cercles dont les centres sont deux 
pointsfixes, et dont la somme des rayons égale la longueur 
constante donnée^ Le système des lignes coordonnées sera le 
système de deux cercles ayant leurs centres en des points 
donnés, et dont les intersections peuvent prendre toutes les 
positions possibles dans le plan, par suite de la variation des 
xieux rayons. Les deux rayons variables ou paramètres sont 
les coordonnées du système. Comme le système de coor- 
données bicirculaires à centres fixes et à rayons variables cor- 
respond à la définition précédente de l'ellipse, c'est aussi 
celui qu'il faut adopter dans le cas actuel. 

Celui qiH, restant fidèle à la définition précédente de 
rellipsé, voudrait vérifier si un des points de cette courbe, 
supposée tracée, lui appartient réellement, celui-là serait 
Torcé de construire deux cercles du système bicirculaire pour 
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montrer que ce point est leur intersection ; comme aussi, si, 
après avoir trouvé Téquation de l'eiiipse dans le système rec- 
tiligne, il voulait la vérifier d'après la définition, il serait 
obligé de meure en évidence les équations des deux cercles 
pour montrer qu'elles ont une solution commune avec l'é- 
quation de l'ellipse. Or cette vérification intuitive dans le cas 
du système bicirculaire n'est point évidente dans l'équation 
cartésienne de l'ellipse, dépouillée de radicaux; et si l'on per- 
siste à se servir de cette équation, sans faire cette vérifica- 
tion, on détermine les points de la courbe par des conditions 
différentes de celles de. la définition. 

Passons maintenant à la tangente et au rayon de courbure 
de l'ellipse. Une première différentiation de l'équation de la 
courbe, écrite dans le système bicirculaire, apprend que la 
normale à l'ellipse est bissectrice de l'angle des normales des 
cercles coordonnées; et une seconde différentiation apprend 
que le rayon de courbure de l'ellipse et les segments inter- 
ceptés sur ce rayon par les perpendiculaires menées des deux 
centres des cercles coordonnées aux rayons correspondants 
satisfont à la division harmonique. Or, lorsque l'on diffé- 
rentie une première et une seconde fois l'équation rationnelle 
de l'ellipse écrite en coordonnées reclilignes, d'après la même 
définition, on arrive très-certainement à déterminer la tan- 
gente et le rayon de courbure de cette courbe, mais c'est au 
moyen d'éléments différents, étranger^ à la définition, et 
les deux belles relations qui existent, la première entre les 
normales de l'ellipse et des deux cercles coordonnés, la se- 
conde entre les rayons de courbure de ces trois lignes, se 
trouvent plus ou moins obscurcies, de sorte que les avan- 
tages que Ton retire de l'emploi des coordonnées rectillgnes, 
et qui sont principalement relatifs au nombre d'intersections 
de la courbe avec une droite, sont loin de compenser les avan- 
tages qui appartiennent aux coordonnées de la définition. En 
effet, ces coordonnées font connaître tout ce qui intéresse 
non seulement la conique définie, mais encore la série des 
coniques hômofocales que l'on obtient par la variation de la 
constante qui représente la somme des deux rayons, parce 
que les équations différentielles que l'on obtient, ne renfer- 
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mant plus celte constante, évanouie par l'acte même de la 
différentiation, appartiennent à Tune quelconque des équa- 
tions de la série de ces coniques. 

VIL Supposons maintenant que Tellipse que nous venons 
de considérer eût été définie par cette condition que la dis- 
tance d'un de ses points à un point fixe est dans un rapport 
constant avec la distance de ce point à une droite donnée. 
Dans le cas actuel, le système de coordonnées conforme 
à la définition de la courbe est d'une part une série de 
cercles dont te centre commun est te point Gxe, et de l'autre 
une série de droites parallèles à la droite donnée. La difTé- 
rentiation de l'équation de la courbe dans ce système de coor* 
données conduit à la propriété de la tangente corrélative à la 
nouvelle définition de la courbe, savoir, que la tangente en un 
de ces points, la polaire de ce point par rapport au point fixe, 
considéré comme un cercle d'un rayon infiniment petit, et 
la droite fixe, sont concourantes en un point. Cette nouvelle 
propriété de la tangente fait connaître la construction de celte 
droite, non moins élégante que celle qui a été précédemment 
trouvée, et elle s'applique d'ailleurs au cas où le point fixe 
serait remplacé par un cercle doublement tangent à l'ellipse, 
et la droite donnée, par la corde des contacts. 

Une seconde différentiation de l'équation de la courbe con- 
duit à une équation binôme qui exprime que, si du point fixe 
on mène une normale commune à l'ellipse et à la droite 
donnée, elle intercepte sur la normale à l'ellipse au point 
considéré un segment qui est lié avec le rayon de courbure, 
par cette condition que si l'on projette ce rayon de courbure 
sur la normale au cercle, et celle projection sur la normale à 
l'ellipse, on obtient le segment dont il est question. La con- 
struction du rayon de courbure qui résulte de celte belle pro- 
priété est digne d'être remarquée. 

Ces deux propriétés, qui se mettent d'elles-mêmes en évi- 
dence lorsque l'on se sert des coordonnées indiquées par la 
définition de la courbe, sont cachées lorsque l'équation de la 
courbe, définie comme nous venons de le faire, est exprimée 
en coordonnées rectilignes. Aussi^ bien que plusieurs auteurs 
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aient considéré les coniques d'après la définition précédente 
qui nous a été léguée par l'antiquité, ils ne sont pas arrivés 
aux deux règles si simples que nous venons de donner, non 
par Timpuissance de leur talent, mais par celle de la mé- 
thode. 

VIII. Remarquons encore ici que ces deux propriétés ap- 
partiennent à tQutes les coniques de la série obtenue en don- 
nant toutes les valeurs possibles au paramètre constant qui 
exprime le rapport des distances d'un point de la courbe au 
point fixe et à la directrice, par suite de l'élimination qui a 
été faite de ce paramètre par la différentiation. On arriverait 
même par là à de nombreux théorèmes qu'il n'entre pas dans 
notre but de développer ici, nous contentant de citer les deux 
suivants, d'une haute généralité : 

I*» Si une série de coniques ont un foyer commun et une 
directrice commune, tout point du plan de ces courbes sera 
tel,» que si Ton prend les polaires de ce point par rapport à 
toutes les courbes de, la série, ces polaires seront conver- 
gentes; ;;. 

2? Si du même point on mène des perpendiculaires à ces 
différentes polaires et qu'on prenne sur ces perpendiculaires, 
à partir du point des troisièmes proportionnelles d'une part 
aux diamc^tres parallèles aux polaires, et de l'autre aux dis- 
tances de. ces polaires aux centres correspondants, les extré- 
mités de ces troisièmes proportionnelles seront en ligne 
droite; celle qui correspond à la conique qui passe par ce 
point n'est autre chose que le rayon de courbure de cette 
conique. On a donc une nouvelle construction du rayon de 
courbure de la conique. 

Ces deux propriétés font connaître la tangente et le rayon 
de courbure de toutes ces coniques. 

Il est inutile d'insister sur l'application de cette doctrine à 
de nouveaux exemples, celte application étant ordinairement 
facile et toujours infaillible. 

IX. Il convient de voir si le second principe de l'Analyse 
des courbes, d'après lequel on n'introduit dans cette analyse 
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aucun élément étranger à la courbe, principe qui n'a dû subir 
qu'une légère restriction pour convenir à la théorie des 
courbes tracées sur une surface , convient d'une manière 
complète et absolue à l'Analyse des courbes planes. Si l'on re- 
marque que la courbure de la surface devient nulle lorsqu'il 
s'agit d'un plan et que la déviation géodésique d'un élément 
de courbe, par rapport à l'élément qui le précède, se confond 
avec la déviation proprement dite lorsqu'il s'agit d'une courbe 
plane, on voit que l'équation de la surface disparaît et que 
l'équation qui donne le rapport de l'arc élémentaire à la 
déviation élémentaire en fonction de la déviation intégrale 
subsiste, et qu'elle suffit pour caractériser la courbe. Ainsi 
le second principe de l'Analyse des courbes iracées sur une 
surfacîe s'applique sans restriction aux courbes planes, l'Ana- 
lyse générale ne se trouve pas modifiée ; son caractère d'unité 
et de simplicité ne reçoit donc aucune atteinte. 

L'équation qui donne le rapport différentiel de l'arc à la 
déviation en fonction de la déviation totale, outre qu'elle ne 
renferme aucun élément étrangère la courbe, contient tous 
ses éléments naturels; car, si on la considère comme un poly- 
gone infinitésimal, ce polygone n'a que deux sortes d'éléments, 
ses côtés et ses angles, et il est complètement déterminé dès 
que l'on connaît la loi du rapport d'un côté quelconque à 
l'angle qu'il forme avec le côté contigu; de là résulte que 
l'expression du rapport différentiel de l'arc à la déviation dé- 
termine complètement la courbe. C'est pour cela que nous 
l'appelons équation élémentaire , équation naturelle de la 
courbe; comme aussi nous dupipelons coordonnées naturelles, 
coordonnées élémentaires de la courbe, l'arc et la déviation. 

X. Euler a le premier fait usage d'un système de coordon- 
nées analogue au précédent. Ce système se composait des 
rayons de courbure et des angles qu'ils forment avec une 
ligne fixe: mais il l'employait non pour étudier la courbe 
elle-même, mais afin de déterminer plus facilement, dans les 
problèmes d'une certaine nature, les coordonnées cartésiennes 
du point de cette courbe, lesquelles s'expriment alors tantôt 
en fonction de l'arc, tantôt en fonction de la déviation. Nous 
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ne contestons pas le puissant parti que l'on peut tirer des 
coordonnées élémentaires d'une courbe pour trouver ses 
coordonnées rectilignes; on peut même généraliser la solu- 
tion de cette question, comme le lecteur verra que nous l'a- 
vons fait dans le courant de cet Ouvrage; mais ce genre dé 
coordonnées nous paraît avoir son véritable rôle lorsque Ton 
veut étudier toutes les affections de la courbe d'après son 
équation naturelle ; aussi est-il entièrement dans notre but de 
montrer les avantages de cette équation. 

D'abord^ comme nous venons de le montrer, elle détermine 
complètement la courbe ; elle fait aussi connaître d'une ma- 
nière facile les différentes grandeurs intimement liées avec la 
courbe elle-même. La tangente en un point est donnée par 
la déviation intégrale, laquelle n'est autre chose, dans le cas 
des courbes planes, que l'angle de l'élément que l'on consi- 
dère avec l'élément initial. Le rayon de courbure est donné 
par le rapport différentiel de l'arc à la déviation; la longueur 
de l'arc par l'intégrale de l'expression de ce rapport multiplié 
par la déviation; le double de l'aire que balaye le rayon de 
courbure par l'intégrale du carré de ce rapport multiplié par 
la déviation; l'angle de contingence de la courbe n'est pas dis- 
tinct de la déviation élémentaire elle-même; les segments in- 
terceptés sur la tangente et la normale par une ligne déter- 
minée s'expriment non moins simplement en fonction de ce 
rapport, de sorte que tout ce qui intéresse la construction de 
la courbe dépend d'une fonction simple de ce rapport. 

Nous avons déjà montré, dans notre premier Livre, avec 
quelle facilité l'équation élémentaire de la courbe décide la ques- 
tion, si difficile dans toute autre analyse, de l'identité de deux 
courbes, et qu'elle donne un critérium infaillible; comment 
elle résout le problème de la classification des lignes par la 
variation des constantes qui entrent dans l'expression du rap- 
port différentiel de l'arc à la déviation; comment elle dé- 
voile, entre des courbes en apparence très-éloignées, des affi- 
nités intimes qui ne dépendent nullement du degré de 
l'équation cartésienne de ces courbes, puisque ces affinités 
existent même dans le cas où l'une de ces courbes est algé- 
brique, et l'autre transcendante ; comment enfin elle donne des 



IXTI INTRODUCTIOlf. 

règles rationnelles pour établir en quelque sorte les diiFérents 
degrés de parenté des lignes; il est donc inutile d^nsister sur 
ces avantages. 

XI. Il convient pourtant de montrer, par quelques exem- 
ples, par quelle voie facile Téquation naturelle de la courbe 
conduit à la connaissance d'autres courbes qui dérivent de la 
première, parce que dans la Géométrie tout se tient, touts'en- 
chatne pour ne former qu'un seul tout. 

Deux courbes, dont les rapports différentiels de l'arc à 
la déviation sont en raison constante, jouissent du caractère 
complet de similitude. • 

Deux courbes pour lesquelles ces rapports sont représentés 
par deux fonctions, dérivées l'une de l'autre par différentia- 
tion, sont l'une la développante, l'autre la développée. 

Les courbes parallèles correspondent à des expressions de 
ce rapport différentiel qui ne diffèrent que par une constante. 

S'il s'agit de la développée oblique d'une courbe, c'est-à- 
dire de la ligne dont les tangentes coupent sous un angle 
constant une courbe donnée, le rapport différentiel de la pre- 
mière est une fonction linéaire des rapports élémentaires de 
la seconde et de sa développée. 

S'il s'agit de la développée oblique seconde d'une courbe, 
c'est-à-dire d'une courbe coupant sous ua angle constant la 
développée oblique première d'une courbe donnée, le rap- 
port élémentaire de l'arc à la déviation de cette développée 
oblique seconde est une fonction linéaire dès rapports élé- 
mentaires de la courbe donnée, de sa développée première et 
de sa développée seconde. 

Généralement, pour une développée oblique de l'ordre n 
d'une courbe donnée, le rapport élémentaire de l'arc à la dé- 
viation est une fonction linéaire des rapports élémentaires de 
la courbe donnée et de ses n — i développées. 

Les courbes du genre épicycloïdal, qui forment une classe 
aussi nombreuse que variée, sont pourtant représentées par 
une équation élémentaire unique, dans laquelle le rapport de 
l'arc à la déviation çst proportionnel au cosinus d'un angle 
qui est à la déviation intégrale de la courbe en raison inverse 
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des rapports élémentaires de la courbe directrice et de sa pa- 
rallèle. C'est par suite des valeurs entières ou fractionnaires 
que présente ce rapport que les courbes ép.icycloïdales sont 
tantôt algébriques, tantôt transcendantes. Lorsque» la courbe 
roulante étant toujours un cercle, lacourbe directrice est une 
courbe quelconque, la loi de Téquation élémentaire ne se 
trouve pas altérée dans sa forme géométrique, bien qu'elle le 
soit dans sa forme algébrique, parce que certains coefficients, 
constants dans le premier cas, cessent de Tétre dans le 
second. 

Les roulettes, qui, depuis Pascal, ont été Tobjet de recher- 
ches si étendues et si approfondies, ont une équation naturelle 
remarquable en ce qu'elle exprime que les rapports élémen- 
taires qui caractérisent la courbe directrice située dans le 
plan fixe, la courbe roulante située dans le plan mobile et 
celle qui est l'enveloppe de cette dernière dans le plan fixe, 
satisfont à la relation harmonique. 

Les courbes qui sont l'enveloppe d'un rayon lumineux ré- 
fléchi ou réfracté, et qu'on appelle caustiques par réflexion 
ou réfraction, présentent, quand on les exprime parleur équa- 
tion naturelle, des lois non moins simples, même lorsqu'on 
généralise ce problème et qu'on suppose que chaque rayon 
lumineux est lancé normalement à l'élément correspondant 
d'une certaine eourbe. 

Nous pourrions multiplier les exemples, mais ce que nous 
venons de dire suffit pour montrer la fécondité de notre ana- 
lyse et surtout son utilité, qui apparaît principalement en ce 
que cette analyse dévoile les liens qui unissent les lignes les 
plus dissemblables, et qu'elle fait converger vers l'unité les 
diverses lois qui régissent la Géométrie des courbes. Cette 
Géométrie se montre alors comme un seul et majestueux édi- 
fice où tout est ordonné suivant les règles d'une architecture 
sublime* 

XII. Et ce qu'il y a de singulier dans cette manière de 
traiter des courbes, c'est que ce ne sont pas seulement les 
relations directes qui existent entre elles qui sont rendues 
apparentes, mais encore les relations les plus cachées, celles 



XXTIII INTHODDCTIOir. 

que Tœil le plus exercé serait difficilement parvenu à décou- 
vrir. Ainsi, lorsque Ton développe une courbe sur une ligne 
droite, et qu'on établit entre chaque élément linéaire de la 
courbe et le rayon de courbure correspondant cette solida- 
rité d'après laquelle le rayon de courbure ne cesse pas d'être 
normal à l'élément linéaire correspondant, les centres 
de courbure sont distribués après le développement de la 
courbe, sur une certaine ligne, l'Analyse fondée sur les équa- 
tions naturelles des courbes enseigne tout d'abord à traiter 
intuitivement cette question complexe ; elle dit que le second 
membre de l'équation naturelle donne l'ordonnée de la courbe 
cherchée dans le système cartésien, puisque ce second mem- 
bre n'est autre chose que l'expression du rayon de courbure; 
elle dit aussi que l'intégrale de ce second membre, multiplié 
par la déviation, donne l'abscisse de la même courbe dans le 
même système cartésien ; voilà donc la solution analytique du 
problème; mais la même Analyse manifeste aussi la nature in- 
time de cette courbe au point de vue cinématique. En effet, 
elle montre que, lorsque le mouvement du plan mobile qui 
contient une droite est réglé d'après cette condition que l'ex- 
trémité de cette droite s'appuie sur une droite située dans 
le plan fixe, tout en restant tangente à une courbe quelconque 
aussi située dans le plan fixe, la nature de ce mouvement est 
un roulement sur une courbe directrice, laquelle n'est autre 
chose que le lieu des centres de courbure de la courbe située 
dans le plan fixe après la déformation de cette courbe, d'a- 
près les conditions géométriques que nous avons précédem- 
ment indiquées. 

On trouverait de la même manière le moyen d'obtenir la 
solution du problème plus compliqué, consistant à trouver le 
lieu des centres de courbure d'une courbe donnée après le 
développement de la première sur la seconde, d'après les con- 
ditions déjà établies, et de prouver l'identité de la courbe 
trouvée avec une courbe obtenue par un problème de Ciné- 
matique sur le roulement d'un plan analogue au précédent. 
Notre Analyse traite le même problème à un point de vue 
encore plus général, comme nous le ferons voir dans le cou- 
rant de notre Livre. 
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XIII. Résumons les avantages principaux de cette Analyse 
des courbes. 

Elle est une dans son principe, dont la traduction analytique 
donne l'équation élémentaire de la courbe. 

Elle est simple par sa méthode, qui rejette tout auxiliaire 
étranger à la nature de la courbe. 

Elle est générale, également applicable aux courbes planes 
et aux courbes tracées sur une surface quelconque. 

Elle est directe, parce qu'elle établit logiquement les pro- 
priétés les plus intimes de la courbe, les faisant toutes dériver 
sans effort de l'équation naturelle. 

Enfin, et ce n'est pas son moindre avantage, elle est géomé- 
trique, non-seulemen ten ce sens qu'elle donne toute la Géo- 
métrie de la courbe, mats parce qu'elle apprend quelles sont 
sa position, son importance, ses affinités dans la Géométrie 
aniverselle des courbes. 

Une Analyse qui se présente revêtue de tous ces caractères 
est certainement la vraie, dans le sens le plus large; elle ne 
demande qu'à attirer à elle les géomètres, à être développée et 
perfectionnée par les hommes d'un talent supérieur. Si la 
Géométrie est une mine d'une étendue sans limites, d'une 
richesse inépuisable, l'Analyse que nous signalons sera entre 
leurs mains un précieux instrument d'exploitation. 
I 

XIV. L'Analyse infinitésimale des courbes tracées sur une 
surface quelconque est redevable de nombreux perfectionne- 
ments au principe géométrique que nous avons proposé sous 
le nom de principe de la courbure inclinée. Dans l'Analyse des 
courbes planes, le même principe se prête avec non moins 
de facilité aux recherches les plus délicates et devient un ou- 
til, qu'on nous pardonne cette expression, aussi sûr que ma- 
niable pour la démonstration ou la découverte. Il y a pourtant 
une différence entre ces deux cas, consistant en ce que le 
principe de la courbure inclinée donne naissance à deux équa- 
tions dans le premier cas, tandis que dans le second il se tra- 
duit par une seule équation. 

Considérons un angle situé dans le plan de la courbe, et 
admettons que par l'effet du déplacement du sommet de cet 
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angle, sar la courbe et dans son plan, les deax côtés viennent 
à varier de direction, il est évident que la variation de l'angle 
sera égale à la somme des déviations de chacun des côtés par 
rapport à la direction primitive. Nous appelons courbures in- 
clinées de la courbe, par rapport à chacun des deux côtés, 
le quotient de chaque déviation par le déplacement du som- 
met; les directions de ces deux courbures sont données par 
les arcs de cercle infiniment petits qui mesurent ces dévia- 
tions, de sorte que le principe en question s'énonce ainsi : 
le quotient de la variation de l'angle par le déplacement du 
sommet est égale à la somme des courbures inclinées de la 
courbe décrite par le sommet, par rapport à chaque côté de 
l'angle. 

Il résuite de là que, lorsque l'un des côtés reste tangent à 
la courbe, l'une des deux courbures inclinées devient la cour- 
bure propre de la courbe, et que si les deux côtés restent 
tangents, l'un à la même courbe et l'autre à une série de 
courbes de même famille coupant la première, comme cela 
se présente dans tout système de coordonnées curvilignes, la 
première est la courbure propre de la courbe, et la seconde 
est la courbure inclinée par rapport aux tangentes des courbes 
de l'autre série. 

Ce principe, qui est d'une grande simplicité, est une source 
inépuisable de conséquences utiles. Cela n'a rien de surpre- 
nant; les principes les plus féconds sont aussi les plus sim- 
ples. Ce qu'il y a de difficile, c'est moins de les trouver que 
de les reconnaître, c'est moins d'en donner la formule que 
d'en démontrer la richesse; établir leur liaison avec les pro- 
positions géométriques les plus nombreuses, les plus variées, 
n'est-ce pas ce qui constitue l'invention proprement dite? 
Qu'importe de découvrir un diamant, si on le confond avec 
une pierre ordinaire I 

XV. Ce que nous venons de dire suffit pour justifier l'unité 
de doctrine de l'Analyse des courbes tracées sur une surface 
et de l'Analyse des courbes planes. Quant à son efficacité, elle 
apparaît dans l'un et l'autre cas, avec le même degré d'évi- 
dence; si la première Analyse aborde des problèmes d'une 
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plas grande difBeuUé, par suite de la combinaison des élé- 
ments de la courbe avec ceux de la surface» la seconde a l'a* 
vantage de pousser jusqu'à des limites plus reculées la solu- 
tion de questions relativement plus simples. 

En ce qui concerne les différences de ces deux Analyses» elles 
consistent» comme n(tus l'avons déjà indiqué» dans le mode 
d'exposition et la marche de la démonstration. Dans le pre- 
mier cas» le mode d'exposition et la marche de la démonstra- 
lion sont purement analytiques» et sont fondés sur une déduc- 
tion aisée et rigoureuse ; c'est le développement d'une série 
de conséquences d'un seul et même principe. Dans le second 
cas, ce mode» cette marche» sont synthétiques; on s'élève 
successivement du simple au composé» et l'on atteint les cas 
les plus complexes de la Géométrie des courbes planes ; on 
atteindrait même» sans grandes difQcultés» les principes rela* 
tifs à la Géométrie des courbes tracées sur une surface. L'ap- 
plication que nous avons faite de ces deux méthodes» in- 
verses l'une de l'autre» ne sera donc pas sans utilité pour le 
lecteur. 

XVI. Notre nouvel Ouvrage est divisé en trois Livres : le 
premier relatif aux questions qui peuvent être traitées par les 
systèmes simples de coordonnées curvilignes» le second re- 
latif aux questions qui dépendent de systèmes de coordon- 
nées composées» le troisième enfin ayant trait au système le 
plus général de coordonnées curvilignes. 

Quels sont les systèmes simples qui se présentent les pre- 
miers dans l'étude des courbes? C'est» en premier lieu» le sys- 
tème de coordonnées naturelles dont nous avons déjà parlé. 
C'est, secondement» le système tangentiel très-voisin du pré- 
cédent» et qui consiste à regarder la courbe que l'on étudie 
comme l'enveloppe d'une droite coupant une courbe donnée 
sous un angle dont la loi est aussi donnée. Les coordonnées 
sont donc : l'une curviligne» et l'autre angulaire. La première 
est la longueur d'un arc de courbe donnée, compté à partir 
â'un point fixe pris sur cette courbe jusqu'au point où elle est 
coupée par la droite mobile ; la seconde est l'angle que cette 
miroite fait avec la tangente en ce point à la courbe donnée. 
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Le troisième système de coordonnées est inverse du précé- 
dent; il consiste à regarder une courbe comme décrite par un 
point d'une droite qui enveloppe une courbe donnée, la dis- 
tance du point au point de contact variant d'après une loi 
donnée. Dans ce système, les coordonnées sont, d'une part. 
Tare compté sur la courbe donnée entre un point fixe et le 
point de contact, d'une autre part, la portion de tangente Com- 
prise entre ce dernier point et le point décrivant; la première 
coordonnée peut être remplacée par la déviation de la droite 
mobile, à partir d'une position initiale. 

• 

Nous avons déjà indiqué les nombreux avantages du premier 
système de coordonnées ; chacun de ces deux derniers systèmes 
offre lés avantages suivants : le premier est que le passage de 
l'un de ces systèmes au système naturel est facile ; le second est 
que, en faisant usage du principe des courbures inclinées, on 
exprime facilement tous les éléments de la courbe que Ton 
étudie, tels que : normale, rayon de courbure, longueur de 
l'arc, aire balayée par toute droite liée avec un point de la 
courbe; le troisième, enfin, est que ces deux systèmes peu- 
vent être généralisés et deviennent applicables aux courbes 
tracées sur une surface quelconque. 

XVïl. Dans le second Livre, nous étudions les courbes d'à- 

m 

près des systèmes de coordonnées complexes. Ils sont de deux 
sortes, suivant qu'ils se rapportent à l'un ou à l'autre des 
deux derniers systèmes de coordonnées simples du Livre pré- 
cédent. 

£n effet, ou bien on se donne une courbe directrice et 
n courbes rapportées, chacun a la courbe directrice d'après le 
premier système tangentiel, et il s'agit de trouver les lois d'a- 
près lesquelles ces n courbes sont conjuguées entre elles, lois 
qui régissent leurs tangentes, leurs rayons de courbure, leurs 
arcs ou leurs aires; ou bien, réciproquement, on se donne 
la courbe enveloppe d'une droite et les n courbes dé- 
crites par n points de cette droite, et il s'agit de déterminer 
les lois d'après lesquelles ces n courbes sont conjuguées entre 
elles, lois relatives à leurs rayons vecteurs, leurs tangentes, 
leurs rayons de courbure, aux arcs et aux aires qui se corres- 
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pondent. Ces deux systèmes complexes offrent les mêmes 
avantages des systèmes simples correspondants, car ils con- 
duisent par la voie la plus directe au système naturel, ils don- 
nent lieu à des formules aussi simples que significatives, 
enfin ils sont applicables aux surfaces quelconques. 

C'est grâce à ces systèmes de coordo/mées complexes que 
nous soumettons à FAnalyse un grand nombre de problèmes 
non résolus, parce que l'Analyse cartésienne peut difficilement 
les atteindre, et que nous obtenons des solutions nouvelles 
et complètes de problèmes déjà connus ou partiellement 
traités. Tels sont les problèmes généraux des roulettes, des 
caustiques, du mouvement d'une figure invariable ou variant 
par voie de déformation, et la question non moins importante 
de la transformation des figures par leurs rayons vecteurs, 
suivant une loi donnée. 

Si nous avons longuement insisté sur les applications de 
notre Analyse, c'est qu'il nous fallait par des exemples irrécu* 
sables mettre en contraste la méthode que nous suivons avec 
celles que l'on a suivies jusqu'à présent et que ces applications 
forment en elles-mêmes, quant à la matière et quant à l'or- 
dre, un corps de doctrine géométrique qu'il est aujourd'hui 
indispensable de connaître. 

XVIII. Le troisième et dernier Livre est consacré à l'étude 
des coordonnées curvilignes planes quelconques et à l'étude 
générale des courbes rapportées à ces coordonnées. Nous 
avions déjà publié en iSSg, dans \e Journal de Mathématiques 
de Crelle^ une théorie analytique complète de ces coordon- 
nées; mais cette théorie ne pouvait trouver place dans le vo- 
lume que nous publions, dont la marche est toute synthéti- 
que. Il nous fallait trouver dans les deux premiers Livres tous 
les éléments d'une théorie nouvelle; or la chose ne présente 
aucune difficulté, notre principe de la courbure inclinée 
nous donnant la solution complète de ce problème et nous 
permettant de nous élever d'une manière sûre jusqu'aux for- 
mules les plus générales. Il est vrai que la fidélité à la marche 
nouvelle donne un caractère tout à fait géométrique à cette 
ihéorie. Nous ne croyons pas que les géomètres aient à s'en 

c 



IXXiy INTRODUCTION. 

plaindre, car cette théorie leur présentera un cas nouveau où 
la Géométrie triomphe des plus grands obstacles par les plus 
petits moyens, suivant cet aphorisme si connu : Quod tant 
paucis tant multa prœstat, Geometria gloriatur, et ce qu'ils 
verront avec intérêt, c'est que le même principe de la cour- 
bure inclinée leur permettrait d'établir par une voie tout à 
fait pareille la théorie complète des coordonnées curvilignes 
tracées sur une surface quelconque. 

En effet, dans Tun et l'autre cas, deux équations fondamen- 
tales dominent la question : la première, relative à la diffé- 
rence des variations des angles de contingence géodésique 
des courbes coordonnées; la seconde, relative à la somme des 
variations de ces angles. La première équation reste identi- 
quement la même dans les deux cas, la seconde s'accroît d'un 
terme lorsque l'on passe du premier cas au second, parce que 
la courbure de la surface s'introduit lorsqu'il s'agit d'une sur- 
face quelconque; mais dans les deux théories elles peuvent 
s'établir de la même manière, en partant du principe de la 
courbure inclinée. Ces deux équations étant établies, on peut 
suivre des routes tout à fait parallèles sur lesquelles se trou- 
vent distribuées les mêmes étapes, et atteindre de la même 
manière les conséquences les plus éloignées qui ont dans les 
deux cas des formes pareilles. 

Il était de notre devoir de signaler ce lien entre l'Analyse 
des courbes planes et celle des courbes tracées sur une sur- 
face; car, s'il est évident que la seconde contient implicite- 
ment la première et que les formules que donne celle-là s'ap- 
pliquent à celle-ci, pourvu que l'on y suppose la courbure 
nulle, le passage de la première à la seconde n'a pas le même 
degré d'évidence; mais la possibilité et la facilité de ce passage 
sont également mis en relief par la méthode que nous avons 
suivie. 

XIX. Voici maintenant l'ordre des matières traitées dans 
le troisième Livre du présent Ouvrage : 

Le Chapitre 1". a pour objet la courbure inclinée, ses com- 
posantes et leurs diverses expressions en fonction des lignes 
coordonnées, et réciproquement. 
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Le Chapitre II est consacré à établir les liaisons fondamen* 
taies existant entre ces courbures composantes et les angles 
de contingence correspondants. Ces relations ont déjà attiré 
l'attention des géomètres à cause de leur simplicité {*). 

Le Chapitre III est l'exposition méthodique des propriétés 
des paramètres différentiels de premier ordre, et du rôle qui 
leur appartient dans la théorie des courbes. 

Le Chapitre IV est relatif à l'étude d'une courbe quelconque 
au moyen d'un système quelconque de coordonnées curvi- 
lignes. Une marche rapide permet d'établir les relations qui 
existent entre les déplacements effectués sur la courbe et les 
déplacements correspondants des lignes coordonnées. Ces 
relations donnent naissance a des théorèmes sur les tan- 
gentes, les courbures, les aires, les arcs de la courbe étu- 
diée, et les éléments analogues des lignes coordonnées. Ces 
théorèmes occupent une place importante dans la Géométrie 
des courbes. 

Enfin le Chapitre V est consacré aux applications des théo^ 
ries précédentes à quelques exemples choisis, propres à fami- 
liariser le lecteur avec le maniement des formules de la nou- 
velle Analyse. 

XX. Dans la voie difficile que nous avions à parcourir, 
nous avons été guidés par l'exemple des grands géomètres, 
créateurs ou propagateurs du Calcul infinitésimal. Newton et 
les Bemoulli, dont les premiers et les plus heureux efforts 
eurent pour objet l'Analyse des courbes. Mais nous devons 
un tribut d'éloges exceptionnel à l'Analyse de l'infini du mar- 



(*) On nous pardonnera d'extraire du Rapport fait par M.Puiaeux sur notre 
Analyse des courbes tracées sur une surface quelconque les lignes suivantes : 

« Les géomètres connaissent les beaux travaux de M. Tabbé Aoust sur les 
surfaces et les courbes qu'on y peut tracer. On lui doit en particulier d'avoir 
introduit sous le nom de courbure inclinée un élément qui donne un grand 
nombre de théorèmes nouveaux ou qui permet de généraliser des propositions 
déjà connues. L'Ouvrage de M. l'abbé Aoust sera lu avec fruit par tous ceux 
qui s'intéressent au progrès de la Géométrie. » 

[Res'ue des Sociétés savantes^ t. IV, p. 3.) 
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quis de rHôpital, dans laquelle l'étude des courbes est faiie 
d'après des considérations directes, et toujours conformes à la 
nature des coordonnées indiquées par la question. L'ensem- 
ble des faits nouveaux, des formules élégantes, des belles 
constructions contenues dans ce Livre, qui suivit pourtant de 
si près la découverte du calcul des infiniment petits, aurait 
dû maintenir les géomètres dans la voie qui leur était ouverte 
et qui leur promettait d'importants succès. Ils en furent mal- 
heureusement distraits par Tinfluence que prit l'Analyse car- 
tésienne, qui attira tout à elle, par suite de certains avantages 
prisés beaucoup trop haut. Grâce aux beaux travaux accom- 
plis de nos jours dans la Géométrie infinitésimale et dans la 
doctrine des coordonnées curvilignes, le retour des géomè- 
tres vers les méthodes directes présentées par chaque ques- 
tion a commencé et se poursuivra au profit de la Géo- 
métrie. 

Puissent le Livre que nous avons déjà publié et celui que 
nous publions aujourd'hui former un double anneau servant à 
rattacher les travaux des deux époques si éloignées l'une de 
l'autre : le second Livre, en complétant les recherches de ces 
grands géomètres, sur la Géométrie des courbes planes, le 
premier en montrant l'extension de ces recherches à la Géo- 
métrie des courbes tracées sur une surface quelconque ! 

En nous efforçant de rendre ce nouveau Livre digne, par la 
méthode, de l'attention des géomètres, nous avons aussi tra- 
vaillé à donner une forme nette et correcte à nos calculs. 
Malgré cela, nous n'osons espérer que quelques erreurs ne 
s'y soient pas glissées. Plus les applications destinées à établir 
la fécondité d'une théorie sont nombreuses, plus les erreurs 
deviennent faciles, mais plus aussi elles perdent de leur im- 
portance, parce que l'unité ot la simplicité de la méthode les 
rendent plus facilement reconnaissables. 
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LIVRE PREMIER. 

DES COURBES RAPPORTÉES A DIVERS SYSTÈMES 
DE COORDONNÉES SIMPLES. 



CHAPITRE PREMIER. 

CONSTRUCTIONS PRÉLIMINAIRES. 



Nous trouverons souvent deux sortes de relations, les pre- 
mières exprimant que la somme des inverses de certaines 
longueurs est nulle, les secondes que la somme des inverses 
des carrés de certaines autres longueurs est aussi nulle» et 
nous aurons à construire, géométriquement, l'une de ces lon- 
gueurs lorsque les autres sont connues. Nous allons montrer 
dans ce Chapitre par quelles considérations on peut effectuer 
facilement ces sortes de constructions : nous serons par là dis- 
pensé d'arrêter, notre marche, lorsque des opérations de ce 
genre se présenteront sur nos pas dans les différents pro* 
blêmes que nous aurons à résoudre, et nous n'aurons rien à 
empruntera des livres étrangers. • 

1. Division harmonique d'une longueur, — Lorsque quatre 
points a, b, c, d (Jig. i) situés sur une ligne droite sont tels 

Fig. I. 



que les distances des deux premiers au troisième et au qua- 
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trième forment une proportion, cette proportion est dite har- 
monique; la longueur limitée par .les deux premiers points 
est dite divisée harmonîquement |)ar les deux autres points, 
et ces deux derniers sont appelés conjugués harmoniques par 
rapport aux deux premiers. • 

De ce que deux points c t\d sont conjugués harmoniques 
par rapporta deux autres a et 6, il résulte que les deux points 
a et 6 sont conjugués harmoniques par rapport aux points c 
et d. En effet les deux relations 

ca ^a ac bc ■ ^ 

sont deux formes différentes d'une seule et même proportion. 

2. Positions relatives des deux points c, d'harmoniques con- 
jugués de deux points fixes a, b. — Si nous faisons mouvoir 
le point d à partir du point b vers Tinfini positif, le point con- 
jugué c marche, à partir du point 6, en sens inverse jusqu'au 
point o milieu de ab; de même, si le point d se meut de b 
en o, le conjugué c se meut de b jusqu'à l'infini positif. 

Si nous faisons mouvoir le point d à partir de l'infini négatif 
jusqu'au point a, le point c conjugué marche en sens inverse 
à partir du point o, jusqu'au point a; et si le point d se meuf 
de a en o le point c se meut de a jusqu'à l'infini négatif. 

3. Expression trinôme de la division harmonique. — Soit la 
proportion harmonique 

ac bc 

Td~bd' 

si l'on rapporte tous les segments au pointa pris pour origine 
commune, elle devient 

ac ab — ne 
ad ad — ab^ 

cette dernière relation s'écrit sous la forme 

2 11 

(2) 



ab ac ad 
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SiTon avait pris le pointe pour origine commune des segments, 
on aurait obtenu 



(2') 



cd 



Vb 



ca 



On déduit le théorème suivant : 

U inverse de la distance d*un point à son conjugué est la 
moyenne arithmétique des inverses des distances du même 
point aux deux autres. 

Dans cette relation, il faut regarder comme positives ou né- 
gatives les distances comptées à partir de Torigine dans un 
sens ou dans le sens inverse. 

i. Introduction du point central. — Le milieu o de la dis- 
tance ab est appelé point central. Si Ton rapporte les quatre 
points a, b, c, d au point central o, on aura 

ac = ao-hoc, ad = ao -{-od; bc = bo — oc, bd = do — ob; 

d'après ces relations, la proportion harmonique donnera 

(3) bo =ao =2 0c.od, 

d*où Ton déduit le théorème suivant : 

Le demi-segment ab limité par deux points conjugués est 
moyen proportionnel entre les distances du milieu de ce seg- 
ment aux deux af/ttres points. 

5. Faisceaux harmoniques. — Soient quatre droites SA, SB, 
se, SD (Jig. 2) issues d'un point S, lesquelles seront suffi- 

Fig. 2. 




samment désignées par les lettres A, B, C, D se rapportant à 
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des points quelconques de leur direction ; si ces droites sont 
telles que les sinus des angles des deux premières avec la troi- 
sième et la quatrième sont en proportion, ces quatre droites 
forment un faisceau harmonique ; les deux droites C, D sont 
conjuguées harmoniques par rapport aux droites A et B ; on 
dit aussi que l'angle des deux droites À et B est divisé harmo- 
niquement par les deux autres droites G et D. 

6. Propriétés des faisceaux harmoniques. — Soit le faisceau 
harmonique des quatre droites A, B, C, D, on a la proportion 

sîn(C,A) sin(D,A) 



(4) 



sin(G,B) sin{D,B) 



Si nous coupons le faisceau par une transversale quelconque 
et que nous appelions a, b, c, d les points d'intersection de 
cette transversale et des droites du faisceau, il est évident que, 
dans le premier membre de régalité précédente, le rapport 
des sinus peut être remplacé par le rapport des distances des 
points 6 et a à la ligne C, divisé par le rapport des longueurs 
Sa, S6, et dans le second membre, par le rapport des distances 
des mêmes points à la ligne D divisé par le rapport des lon- 
gueurs Sa, S6 ; si Ton simplifie et qu'on remplace les rapports 
des distances par les rapports égaux des segments correspon- 
dants, on tombe sur la proportion (i) harmonique des quatre 
points a, b, c, d. On a donc le théorème suivant : 

Toute droite qui coupe un faisceau ham\onique est divisée 
harmoniquement par les points d'intersection. 

7. Cas d*une transversale parallèle à l'une des droites du 
faisceau. — Il résulte de ce que nous venons de dire que si 
la transversale est parallèle à l'une des droites du faisceau, elle 
sera coupée en deux parties égales par les trois autres. 

Cette conséquence peut s'établir directement de la manière 
suivante : soit mn (fig. 3) menée par c parallèlement à Srf; on 
a, à cause des parallèles, 

ac ad cb _bd 

en %d cm Srf' 

or, dans ces deux proportions, les premiers termes de chaque 
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ràppon forment une proportion harmonique; donc les seconds 

Fig. 3. 



s 




termes sont aussi en proportion, et comme Sd est commun, 
il en résulte que en et cm sont égaux. 

La proposition énoncée dans le n" 6 a pour proposition ré- 
ciproque : Si quatre droites d'un faisceau sont telles, que la pa- 
rallèle à l'une d'elles soit coupée en deux parties égales par 
les trois autres, le faisceau est harmonique. Il est évident que 
cette réciproque est vraie. En effet, on a les mêmes propor- 
tions que ci-dessus; or les seconds termes des rapports sont 
identiques deux à deux; donc les premiers termes forment 
une proportion qui exprime la division harmonique. 

8. Changement d'origine, — Menons la bissectrice de l'an- 
gle des deux droites A, B; si Ton coupe le faisceau par une 
transversale perpendiculaire à celte bissectrice en un point o, 
les segments interceptés sur cette transversale jouissent des 
propriétés exprimées aux n®' 3 et 4; or, si du sommet du fais- 
ceau on décrit un cercle tangent à la transversale, le rayon de 
ce cercle étant pris pour unité, les segments comptés à partir 
du point o expriment les tangentes des angles correspondants 
à ces segments, et Ton a la relation 

(5) tang^(B, 0) = tang(0, C) . tang(0, D). ' 

Si Ton supposait la transversale perpendiculaire à la ligne A 
du faisceau en un point a, et que Ton prtt pour origine des 
angles cette droite A, comme les segments interceptés par la 
• transversale comptés à partir du point a jouissent de la pro- 
priété énoncée au n® 3, les tangentes des angles correspondant 
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a ces segments jouissent de la même propriété, et Ton a la 
relation suivante : 

fC\ 2 11 

^ ' tan8(A,B) iangtA,C) tang(A,D) 

9. Divisions harmoniques du quadrilatère complet. — La 
propriété fondamentale de ce quadrilatère est la suivante : 

Dans tout quadrilatère complet y la ligne qui joint le point 
de concours des diagonales avec le point de concours des deux 
côtés opposés est coupée harmoniquement par les deux autres 
côtés. 

Soit un parallélogramme abcd et/ le point d'intersection 
des diagonales, et mn parallèle à ab. 

Fig. 4. 
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Si l'on prend un point quelconque S dans l'espace, et qu'on 
le joigne avec les points a» 6, c, d,f, m, n, rintersection Si 
des faces opposées Sdc, Sab et l'intersection Sj des faces op- 
posées Sad, Sbc se trouveront dans un plan parallèle au plan 
du parallélogramme; cela posé, coupons l'angle solide qui a 
son sommet en S par un plan quelconque, on obtiendra on 
quadrilatère complet dans lequel les points a', V, c^, ^\f se- 
ront les points d'intersection du plan avec les arêtes Sa, 86» 
Se, Scf, S/; les points <% y seront les points de concours des 
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côtés opposés de ce quadrilatère. Or si l'on fait passer un plan 
suivant les deux arêtes S/', Si', ce plan coupera les faces op- 
posées de l'angle solide suivant deux droites Sm', Sn' qui se- 
ront les conjuguées harmoniques des deux droites S/', Si', 
puisque Ja longueur mn est divisée en deux parties par le 
point/. Donc les quatre points m', n',/', i' sont en proportion 
faannonique« 

Si Ton considère le quadrilatère/', c', i', 6', les trois diago- 
nales de ce quadrilatère complet sont i'f, dh\ a'd\ et les 
points m', n\j' sont les trois points de concours de ces dia- 
gonales prises deux à deux. On a donc le théorème suivant : 

Dans tout quadrilatère complet, chaque diagonale est cou- 
pée harmoniquement par les deux autres. 

10. Construction linéaire d'un segment de la division har- 
monique. — Proposons-nous de construire linéairement un 
point b conjugué harmonique d'un point a donné par rapport 
à deux points cetd aussi donnés. 

Prenez un point S quelconque, joignez ce point aux points 
c et d par des droites, menez du point a une transversale quel- 
conque, joignez ses points d'intersection avec Se etSd aux 
points d et c par des droites; le point d'intersection de ces 
deux droites et le point S déterminent une transversale qui 
coupe le segment cd au point b harmonique du point a. 

Celle construction est la conséquence immédiate du théo- 
rème précédent. 

11. Moyenne harmonique d'un nombre quelconque de seg^ 
ments. — Si Ton a m points a, 6, c, d,.. . en ligne droite, et 
qu'on détermine un point p, de telle sorte que l'inverse de sa 
dislance à une origine fixe o, située sur cette droite, soit la 
moyenne arithmétique des inverses des m points à cette ori- 
gine fixe, le segment op est appelé moyenne harmonique des 
dutres segments, chaque segment devant être pris avec son 
signe; et le point p est dit centre des moyennes harmoniques. 
l^'après cela, pour exprimer que le point p est le centre des 
moyennes harmoniques des m points a, 6, c, .. . par rapport 
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au point o, on a Téquation 

, , m I I I I 

(7) — = — «--À H ^-••• -+--/ 

op oa oo oc ol 

Pour construire ce centre des moyennes harmoniques, cher- 
chez le conjugué harmonique du point o par rapport aux 
points a et b, prenez le milieu b' de la distance de ce point au 
point Oy cherchez le conjugué harmonique du point o par 
rapport aux points b' et c, prenez le milieu c' de la distance de 
ce point au point o, répétez la même construction par rappart 
aux trois points o, d et d, et ainsi de suite, en répétant chaque 
fois la même opération; vous arriverez finalement à un dernier 
point l\ en prenant oV m fois dans le sens ol'; vous obtien- 
drez le point p qui sera le centre des moyennes harmoniques 
cherché. 

12. Moyenne harmonique d'un nombre quelconque de carrés 
de segments donnés. — D'après ce qui précède, si l'on a la 
relation 

io\ m ï I I I 

op oa ob oc ol 

op sera la moyenne harmonique des carrés des segments oa, 
ob, oc, ., ., ol. Il est évident que celte question se ramène à 
la précédente, car si l'on décrit un demi-cercle sur le plus 
grand des segments comme diamètre, que du point o on 
mène des cordes égales aux autres segments, et que Ton pro- 
jette les extrémités de ces cordes sur le diamètre en des 
points p', a', 6', c', . . . , on aura 

m I I I I 

— — — . -^ — -j— — — {— ... -f- — — • 

op' oa' ob' oc' ol' 

la construction d'un des segments de cette relation au moyen 
des autres conduira donc à la construction d'un des carrés de 
la relation précédente au moyen des autres carrés. 

Seconde solution de la question précédente. — Si l'on re- 
marque que les côtés d'un triangle sont inversement propor* 
tionnels aux distances de ces côtés aux sommets opposés, 
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toute relation homogène entre les côtés existera entre les in- 
verses des distances de ces côtés aux sommets opposés; d'après 
cela, un triangle ABC rectangle en A, et dont le pied de la 
perpendiculaire sur l'hypoténuse çst a, donnera la relation 



(9) 



I J I 



A a' Ab' AC 



• 



Donc pour construire le carré de op, déterminé par la rela- 
tion (8) du présent numéro, menez du point o deux longueurs 
rectangulaires égales à oa et oh; déterminez la distance b' 
du point o à la ligne qui joint les extrémités a et b, menez 
du point o perpendiculairement à ob' une longueur oc et ré- 
fêtez la construction précédente, et ainsi de suite, vous trou- 
verez un point V tel que 

{ \ m \ 

(lo) 



op^ oV^ 

La question est donc ramenée à construire un carré op qui 

soit à un carré donné ol' dans le rapport de m à l'unifé. 

Si la somme des inverses des carrés donnés était algébrique, 
on construtraii deux iQngueurs o>, Ojui, telles que l'inverse du 
carré de la première fût égale à la somme de*s inverses des 
carrés affectés du signe + et que l'inverse du carré de la se- 
conde fût égale à la somme des inverses des carrés affectés 
du signe —, la question serait ramenée à construire ol' tel 
que /' satisfasse à la relation 

I I I 



2 2 J 



oV ol OfjL 

or, si du point o comme centre avec un rayon égal à ol, on 
décrit un cercle, qu'on mène une tangente à ce cercle et qu'en- 
suite on conduise du point o deux obliques sur cette tangente, 
l'une égale à 0|ul et l'autre perpendiculaire à cette dernière, la 
seconde oblique sera égale à ol', et la question sera encore 
ramenée à construire un carré qui soit à un carré donné dans 
le rapport de m à l'unité. 
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Généralisation. — Il est facile de voir que les constructions 
précédentes s'appliquent au cas où l'on aurait à déterminer 
un segment par la condition que l'inverse de ce segment fût 
égal à la somme des inverses de segments donnés, chacun de 
ces inverses étant multiplié par une constante» ou bien au cas 
où Ton aurait à déterminer un segment par la condition que 
l'inverse du carré de ce segment fût égal à la somme des in- 
verses de carrés donnés, chacun de ces inverses étant multi- 
plié par une constante, de telle sorte que l'on aurait, suivant 
ces deux cas, les équations 

» 

ou Zdoa ' jLà^n 



op 



oa 



dans lesquelles le signe 2 s'étendrait à tous les segments et à 
toutes les valeurs des constantes telles que a. 

13. Condition pour que trois points soient en ligne droite. 
— Si les trois points a, ft, c (Jig. a) sont en ligne droite, on 
£i ac = ab -h bc; or si l'on appelle p la perpendiculaire abaissée 
du point S sur la ligne abcd et qu'on exprime chaque segment 
tel que ac en fonction du sinus de l'angle opposé des deux 
rayons menés du point S aux deux extrémités de ce segment 
et de la perpendiculaire p, on aura, eA portant ces diverses 
valeurs dans l'égalité précédente, la relation 

x\ /\ /\ 

, , sinAC sinAB sinBG 

(12) 



S6 Se Sa 

Si l'on compte un angle à partir de la première ligneexprimée 
sous le signe sinus jusqu'à la seconde, l'équation précédente 
pourra s'écrire sous la forme 

/\ xf\ /X 

, ,, sinAB sinBG sinCA 

Se Sa oo 

Condition pour que quatre points a, 6, c, d soient en ligne 
droite. — On aura la condition 

ad =: ab -h bc -h- cd, 
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qui conduira à la relation 

y\ y\ /^ /^ 

. « sinAB sinBC sinCD sinI)A_ 

et ainsi de suite, lorsqu'il s'agira d'un plus grand nombre de 
points. 

Ces relations seront d'une grande utilité pour la construc- 
tion géométrique de nos formules. 
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. CHAPITRE IL 

DES COURBES RAPPORTÉES A LEURS ÉQUATIONS ÉLÉMENTAIRES. 



§ I. — Des polygones et de leurs équations. 

14. Détermination d'un polygone plan. — Une droite XX' 
peut être parcourue par un mobile en deux directibons oppo- 
sées» suivant que le mobile va de X' en X, ou bien de X en 
X'; la première direction est X'X et la seconde XX'. D'après 
cela Tangle de deux droites est déterminé dès que Ton déter- 
mine les directions de ces droites. 

Supposons qu'un mobile parcoure successivement les dif- 
férents côtés d'un polygone plan, fermé ou non, ce mobile 
détermine les directions des côtés du polygone ; or ce poly- 
gone sera déterminé de grandeur si Ton connaît les longueurs 
des côtés et les angles que les directions de ces côtés succes- 
sifs forment entre elles; il sera de plus déterminé de position 
dans le plan» si l'un de ses côtés se trouve déterminé de posi- 
tion dans ce plan. Ce mode de détermination du polygone est 
le plus propre à faire connaître sa nature, puisqu'il suppose la 
connaissance de tous ses éléments : côtés et angles. Un poly- 
gone plan peut être déterminé de plusieurs autres manières, 
par exemple : par les positions des différents côtés, ou bien 
de ses différents sommets; mais on ne connaît pas alors direc- 
tement la nature du polygone; ce n'est que par une suite de 
déductions que l'on parvient à connaître ses éléments, c'est-à- 
dire ses côtés et ses angles. 

15. Équations élémentaires du polygone. — Soient A«, Ai, 
A,,..., A, lJig-5) les sommets d'un polygone; /«, /„ /„ h,..., /, 
les longueurs de ses côtés; e. l'angle que la direction du côté /« 
fait avec la direction d'une droite iixe OX située dans le plan 
du polygone ; l'angle des directions des deux côtés U, /»., sera 
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donné par la relation 

or si dans cette équation on donne à n toutes les valeurs pos- 

Fig. 5. 




siblesy depuis i jusqu'à a, et qu'on ajoute les équations ré- 
sultantes, on aura 



« ■-- 1 



o 

la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs de Ar, depuis o jus- 
qu'à n—i. 

Représentons par s^ la somme des côtés du polygone, depuis 
^0 jusqu'à /n-i y on aura la relation 

(2) i,-i == J„— 5„«,= A5«_,, 

et en opérant comme nous venons de le faire, nous obtien- 
drons 

n — 1 
o 

le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs de A*, depuis o jus- 
qu'à /i—i. 

Si le polygone est déterminé, la loi des variations des angles 
^^i»-t est connue, ainsi que la loi des variations des côtés, et 
réciproquement si Ton connatt la loi de la variation des angles 
4u polygone et celle de la variation de ses côtés, de telle sorte 
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que Ton ait 

tn étant une grandeur dont les variations font connaître les 
variations de en et de *„, / et ^ des fonctions connues, le po- 
lygone sera déterminé. 

Si Ton considère seulement les polygones pour lesquels la 
variation Ae„.i est constante, le rapport de A^n^i à A^n-t suffira 
pour faire connaître tous les éléments du polygone, et si Ton 
représente par 9(^11-1) ce rapport, on aura 

Les équations (3) dans le cas le plus général, et Téquation (3' ) 
dans le cas où les variations des angles e, sont constantes, dé- 
terminent tous les éléments du polygone, côtés et angles ; 
nous les appellerons les équations élémentaires du polygone. 
Supposons, par exemple, que Aek soit constant et égal à 

A Cl 

la m'*'"* partie de 36o degrés, et que le rapport - — soit une 

constante a, le polygone sera régulier et de m côtés. Si A e^ 

, , . 36o , , Asi 

restant toujours constant et égal a — 5 le rapport de -r — est 

ek 
égal à a sin — 9 a étant une constante, le polygone aura tous 

ses angles égaux et les côtés proportionnels aux cordes que 
Ton obtient en partageant une circonférence en m parties égales 
et en joignant l'un des points de division aux autres par des 
diagonales. 

16. Équations du polygone dçLns le système de coordonnées 
rectilignes rectangulaires. — Soient /•„, scn les distances du 
sommet A» à un axe OX, mené dans le plan du polygone et à 
un axe OY perpendiculaire, mené dans le même plan. En pro- 
jetant le côté Asn^i sur ces axes et en appelant Axn-x, Afn-i 
ses projections, on aura 

(4) A:r„», = A5„-iC0se„-.„ Aj„-, = A^„_, sina„_„ 
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desquelles on déduit, en ayant égard a Téquation (3') et en 
sommant les deux équations, 

n — 1 n — 1 

(4') x^— x.= \Aei(f{ek)cosei, j''„— /o= \ Ae*9(i?*)sintfi; 

o b 

ces équations sont les équations des sommets du polygone, 
parce qu'elles déterminent les distances de ses sommets aux 
axes rectangulaires, au moyen de l'équation élémentaire du 
polygone. 

Ainsi, par exemple, s'il s'agit d'un décagone régulier inscrit 
dans le cercle de rayon a et que l'on veuille avoir les projec* 
lions sur les axes OX, OY du quatrième sommet A4 du poly- 
gone, on aura, d'après les formules (4'), 

Xt—Xi= aAet[cosei-\~ cos(e,-f- A«,) -+- cos-(^,h- 2Ae,)], 
Xi— Xi= «Ae,[sine,-+- sin(«,-h Ae,)-f- sin(e,-i- 2A^,)]; 

dans lesquelles Ae. est égale à 36 degrés. 
On peut écrire ces deux formules sous la forme suivante : 

x^— Xi=z aAf?i(n- cosA«,4- cos2Ae,)cose, 
— aA^,(sin AeiH- sin2 Aetjsine., 

y^^Jr^=z aAe,(i -h cosAe,H- cos2Ae,)sine, 
-i"ûAe,(sin Ae, -f-sin2A«,)cosei. 

17. Équations du polygone dans un système oblique à angles 
variables. — Parmi les différents systèmes de coordonnées 
rectilignes propres à déterminer le polygone, il en est un qui 
a l'avantage de faire connaître les sommets des polygones, les 
lignes sur lesquelles se trouvent les différents côtés et les posi- 
tions des côtés sur ces lignes. C'est ce système que nous allons 
définir. Prolongeons le côté L jusqu'à la rencontre de la droite 
fixe OX en B„; appelons X„ la longueur OB» et r», la distance 
AnBn du point B„ au sommet Â« ; X» et r« seront des fonctions 
de €n qui détermineront non-seulement A», mais encore la li* 
gne qui contient le côté /«• Ce sont les coordonnées que nous 
voulions définir. 
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Il est facile de trouver l'expression de ces coordonnées en 
fonction de' l'angle c„; en effet, si l'on projette r„ tantôt sur 
l'axe des /, tantôt sur l'axe des x^ on a les deux équations 

(5) r;,sine«=j„, j;„— X„= r„cos<?„; 

or, si l'on a égard à la deuxième des équations (4'), la pre- 
mière des équations (5) devient 



n - I 



^^^ '•'■=^î^rr.-t-^^^*sin«i<p(e*)J; 

et si Ton élimine de la seconde r» au moyen de l'équation que 
nous venons de trouver, et Xn au moyen de la première des 
équations (4'), on trouve, après avoir posé ^o=rocoseo et 
j^=r To sin^o, l'équalion suivante 



n — I 



(7) X„= -A- ro^\ïi{e^ — eo) -4- > Ae4 9(e*)sin(e„— e-k) • 
sin^n L ■^" j 

Dans ces équations comme dans les précédentes, le signe 2 
s'étend à toutes les valeurs de h depuis o jusqu'à n — i. 

§ IL — Des courbes planes. 

18. Définitions. — Une courbe est un polygone dont les 
côtés sont infiniment petits. 

Chaque côté peut être considéré comme un élément de 
l'arc de cette courbe; la droite qui contient cet élément s'ap- 
pelle tangente à la courbe au point que Ton considère. 

L'angle formé par les directions de deux éléments succes- 
sifs s'appelle angle de contingence. C'est la déviation infini- 
ment petite qu'éprouve la direction d'un élément pour coïn- 
cider avec la direction de l'élément suivant; cet angle peut 
être positif ou négatif, suivant qu'il faut le compter dans une 
direction ou dans la direction opposée. 

Si, au lieu de considérer deux éléments consécutifs, on con- 
sidère deux éléments quelconques de la courbe, il est visible 
que l'angle que forment entre elles les directions de ces deux 
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éléments est la somme des déviations positives ou négatives 
que subit la direction de Tun de ces éléments pour coïncider 
avec la direction de l'autre élément; on l'appelle déviation 
d'un élément par rapport k l'autre élément. 

Si Ton prend deux points quelconques sur la circonférence 
d'un cercle dont le rayon est R et qu'on mène deux tangentes 
en ces points, le rapport de l'angle de ces tangentes à l'arc 
compris entre ces deux points est constant, quelle que soit 

h longueur de l'arc, et égal à l'inverse du rayon; ^ mesure le 

K. 

rapport de la déi^iation à l'arc compris entre ces deux points; 
on l'appelle courbure du cercle. 

Soient maintenant A A', A' A'^ deux éléments successifs d'une 
courbe dont l'arc, compté à partir d'un point fixe, est s; soit 
de l'angle de ces deux éléments ; si par les trois points A, A', 
A'', infiniment voisins, on fait passer un cercle, ce cercle sera 
déterminé ; sa courbure mesure la courbure de la courbe. Son 
centre et son rayon s'appellent centre de courbure et rayon 
de courbure de la courbe au point A. Si l'on représente par R 
ce rayon, on aura la relation 

(8) 1 = ^. 

^ ' K ds 

19. De V équation élémentaire de la courbe. — Revenons à 
l'équation (3') du n** 15; si le polygone considéré dans ce nu- 
méro devient infinitésimal, cette équation deviendra 

dans laquelle le premier membre est le rapport de l'élément 
de l'arc de la courbe à l'angle de contingence ou déviation 
élémentaire, et le second membre une fonction déterminée 
delà déviation de cet élément par rapport à un élément déter- 
miné de cette courbe. Cette équation est Véquation élémen- 
taire de la courbe. Elle a un avantage sur toute autre équation 
propre à représenter la courbe en ce qu'elle caractérise la 
courbe directement et sans auxiliaires, tandis que les autres 

2 
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équations reposent sur des quantités qui sont étrangères à la 
nature de la courbe, que Ton peut toujours concevoir sans 
Tappui de ces quantités. 

La définition qui sera la traduction géométrique de l'équa- 
tion élémentaire sera aussi appelée définition élémentaire de 
la courbe^ et aura cet avantage sur les autres définitions de la 
même courbe, qu'elle fera connaître la courbe directement et 
sans l'introduction d'aucun auxiliaire géométrique, point, ligne, 
angle, étranger à la courbe. Le centre du cercle est un point 
étranger au cercle, les foyers de l'ellipse sont des points étran- 
gers à l'ellipse et ne sauraient appartenir à ces courbes. 

L'équation élémentaire de la courbe fait connaître directe- 
ment le rayon de la courbure de cette courbe, car, d'après ce 
qui a été établi dans le numéro précédent, on a 

(9) R--9(^)- 

Elle donne la rectification de l'arc de courbe correspondant 
à deux valeurs de Cy e^ et e, 

(10) s — Sq^=-- j cp{e)de. 

Enfin elle donne l'aire balayée par le rayon de courbure 
pour toute la longueur de cet arc. La différentielle du de cette 

aire est égale h-B?de; et par une intégration entre les limites 

.A 

eo et e, on trouve la relation 

I r^ — 2 

(il) M— Mo=-/ 9(^) de. 

Ainsi, soit la courbe dont l'équation élémentaire est 

ds 

-— —_: ma% 
de 

m et a étant deux constantes, on trouve les trois relations 
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l'arc s et l'aire u étant comptés à partir de la valeur nulle de e; 
R« étant le rayon de courbure correspondant à la valeur zéro 
de e. 

20. Coordonnées rectangles d'une courbe donnée par son 
équation élémentaire. — 11 est aisé de voir que, dans le cas du 
polygone infinitésimal, les formules (4)> (4') ^u n" 14 devien- 
nent 

r/i da: dr 

[4] w = *^^'^' ;5r=^''"^' 

[4'] X— Xo= f (^{e)cosede, jr — jr^^z j (^{e)s\nede. 

m.' r\ m t r\ 



«.'o %/ o 



Ce sont les deux équations de la courbe en coordonnées rec- 
tangles. Si l'on élimine e entre ces deux équations, on aura 
une équation unique entre ces deux coordonnées. 
Applications. — i** Courbe dont l'équation élémentaire est 

ds 

-j- — ay a étant une constante. Les équations [4'] donnent 

X — Xo=asinf*, y — n — « =^ — «cose; 

si l'on élève au carré et qu'on ajoute, on obtient l'équation 
du cercle 

[x — xoY-^ ir—roY— 2«(r — ro) ■"-"^- q- 

ds 
2** Courbe dont l'équation élémentaire est -t- — ma% m et a 

étant constants. En intégrant, par parties, les deux équations 
[4']. on obtient 

(^— Xo) -f- la{y—ro) = /wa'sin e, j— /o — 1(^{^ — ^o) — ma'cos e. 

Si Ton égale à zéro les deux premiers membres de ces deux 
équations, on obtient les équations de deux droites dans le 
système rectangulaire formant entre elles un angle droit; or, 
si l'on appelle Y, X les perpendiculaires abaissées d'un point 
de la courbe sur ces deux droites, on aura 

Y\È-\-la = ma' sine, Xyi-f-Za =^ ma' cose; 



2. 
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divisant Tun par l'autre on obtient 



^ — tange, 



Si l'on élève les mêmes équations au carré, qu'on les ajoute 
et qu'on représente par -r le facteur de X et de Y, on obtient 

X'-f-Y^ — A» m^a'S 
et par l'élimination de e l'on trouve 

Y 

équation de la spirale logarithmique. 

21. Système de coordonnées tangentielles, — Dans l'hypo- 
thèse du polygone infinitésimal (^^.6), les coordonnées oblî- 



Fig. G. 




ques que nous avons considérées dans le n*» 17 restent finies 
et deviennent r et X; le rayon mobile r est la tangente à la 
courbe, comptée à partir du point de contact jusqu'à sa ren- 
contre en B avec l'axe fixe OX. Cet axe peut être supposé coïn- 
cider avec une tangente à la courbe en un point déterminé O, 
et la coordonnée X est la portion de cette tangente comptée 
à partir du point jusqu'au point B; mais celte hypothèse 
n'est pas nécessaire. Ce système de coordonnées tangentielles 
à la courbe se prête avec facilité à l'étude de toute courbe 
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doûnée par son équation élémentaire et devient, dans ce cas, 
d'une grande utilité. 

Pour obtenir les valeurs de ces coordonnées en fonction de 
€, il faut supposer Ae infiniment petit dans les formules du 
n"* 17 et alors on obtient les deux relations 

re 
<p(e)sin^rfe, 

l Xsine== roSin(e-- Co) -4- sin<? i <^{e)cosede 

cose / 9 (e) sine Je. 

On obtient ces formules directement, car on a 
jrrrrsine, X = a:— jcote. 

22. Équations différentielles dans le système tangentiel. — 
Soient r, r-h dr deux rayons successifs, rfX la différence des X 
correspondantes ; ces trois lignes forment un triangle dont Je 
périmètre projeté d'abord sur Taxe OX, et ensuite sur une 
direction perpendiculaire au rayon r, donne les deux équations 

(i2) d{s — r)=^d\cose^ rder=dXsine, 

desquelles on déduit Téquation suivante 

rf(rsine) 



ds::^-: 



sine 



L'aire de ce triangle est la différentielle de Taire balayée par 
le rayon mobile r. Si on la représente par du, Ton a 



(i3) duzrh-r'de. 

2 



Si Ton élimine d\ entre les deux équations (12), on trou- 
vera la différentielle de l'équation (6'), et en ayant égard à la 
valeur de rfournie par cette équation, la seconde équation (12) 
coïncidera avec la différentielle de l'équation (7'). 
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Interprétation des formules. — Pour inlerpréler géométri- 

quement les équations (12), il faut remarquer que la dérivée j— 

exprime le quotient de la vitesse avec laquelle le point d'in^ 
tersection B du rayon r avec Taxe fixe OX se déplace sur cél 
axe, par la vitesse angulaire du rayon mobile r autour de ce 
point. Ce rapport étant essentiellement linéaire, nous le re- 
présentons par D. La deuxième équation (12) montre que, si 
par le point B on élève une perpendiculaire à Taxe OX jusqu'à 
la rencontre du rayon de courbure de la courbe, cette perpen- 
diculaire sera égale à D; elle exprimera le rapport des vi- 
tesses et la première des équations (12), qui devient 

-r- = R — Dcose, 
de 

montre que cette perpendiculaire intercepte sur le rayon de 
courbure un segment compté à partir du centre de courbure 

dr 
égal à -T-> de sorte que cette dérivée représente la différence 

entre le rayon de courbure et la projection de D sur le rayon 
de courbure. . 

Intégrales des équations différentielles de la courbe. — Les 
coordonnées tangentielles se déduisent aussi de l'intégration 
des équations (12). La première de ces équations donne 



(6'") rsine = l — si 



sinerfe. 



et en portant la valeur de r dans la seconde, on obtient, après 
intégration, 

et il est aisé de voir que ces valeurs coïncident avec celles 
qui sont fournies par les équations (6') et (7'). 

De la normale à la courbe. — Si par un point pris sur la 
courbe on élève une perpendiculaire sur la tangente en ce 
point, cette perpendiculaire est la normale à la courbe. La 



I 
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longueur de cette normale est comptée à partir du point pris 
sur la courbe jusqu'au point d'intersection de la normale avec 
l'axe. Soit N cette longueur, il est visible que l'on a 



(i4) 



N— riange=: / -,-sinede. 

cose J de 



Si, avec une ouverture de compas égale à R, on décrit du 
point pris sur la courbe comme centre un cercle, les deux seg- 
ments déterminés par ce cercle sur la normale à partir du pied 
de la normale sont N -h R, N — R; or, si l'on remplace N et R 
par leurs valeurs tirées des formules précédentes, on trouvera 
la double expression suivante : 

(i5 ) - N dr R =. d{rs^^^±o^'j) , 

aesinecos=f='e 

dans laquelle les signes supérieurs ou bien les signes infé- 
rieurs doivent être pris ensemble. • 

23. Courbe polaire des rayons égaux et parallèles. — Con- 
struisons la courbe dont les rayons vecteurs issus d'un point 
fixe soient égaux et parallèles aux rayons tangents r de la 
courbe donnée. Cette courbe aura pour équation l'équation 
(6'), dans laquelle r sera le rayon vecteur et e l'angle polaire 
compté à partir d'une droite parallèle à OX menée du point 
fixe. Cette courbe auxiliaire jouit de plusieurs propriétés par 
rapport à la courbe donnée. 

i°Soit dsi l'élément d'arc de cette courbe auxiliaire ; a l'an- 
gle de la tangente en un point avec le rayon vecteur ; e^ l'angle 
qu'elle fait avec l'axe fixe; N sa normale, on a pour cette 
courbe les équations : 

[i6) dr 3= ds^ cosa, rde z= rf^isina, dr — : rde cot«; 

ds 
or, si Ton remplace dans la dernière des équations ('2) ^ par 

dr 
sa valeur R et ^ par la valeur que nous venons de trouver, 
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on aura 

(17) - racole -f- cota = —~ : • 

r . sin^sina 

Si l'on remarque que et = e -haei que -: — n'est autre chose 

que la normale N à la courbe auxiliaire, l'équation précédente 
devient 

(17') R sine — N sine,. 

On conclut de celle équation : 

Théorème. — La projection de la normale à la courbe po- 
laire et la projection du rayon de courbure de la courbe donnée 
sur la direction de Va^ejixe sont égales. 

Ce théorème donne immédiatement la construction géomé- 
trique du rayon de courbure de la courbe donnée, quand la 
courbe auxiliaire est connue, comme nous le verrons dans la 
suite. 

2° Soit dui l'élément de l'aîre de la courbe auxiliaire, on a 

duiz=z - r^de. Donc l'aire de la courbe polaire et l'aire de la 

courbe donnée seront égales, ces aires étant terminées, ce qui 
est toujours possible, par deux rayons égaux et parallèles. 

Ce théorème donne la quadrature de la courbe donnée au 
moyen de la quadrature de la courbe auxiliaire. 

3° Si, dans la première des équations (12), on remplace dr 
par sa valeur tirée de l'équation de la courbe auxiliaire, on 
aura 

(18) ds z=dsiCOsa -+- dXcose; 

de là on conclut que les trois éléments ds, dsi, rfX sont tels, 
qu'en leur conservant leurs directions et leurs grandeurs un 
triangle est toujours constructible sur ces éléments, les angles 
opposés à ces éléments étant tt — e — a, e, a. On a donc aussi 

ds^=ds]-h rfX^-h iidsidXcos{e -ha). 
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Ceci montre comment la rectification de ia courbe donnée se 
déduira de la rectification de la courbe auxiliaire. 

§ III. — Application des théories précédentes. 

84. Problème I. — Quelle est la CQurbe dont le rayon de 
courbure est égal à la projection d*une droite donnée de gran- 
deur et de position sur la normale*- 

Soit 2TO cette droite donnée; prenons pour axe OX I9 per- 
pendiculaire menée par Tune de ses extrémités : si e est l'angle 
que la tangente à la courbe cherchée fait avec OX, on aura 

Rzzz 2/ncos<?. 

L'équation élémentaire de la courbe est donc 

ds 

de 

Si l'on veut trouver les équations de la courbe dans le sys- 
tème rectangulaire, on fera usage des formules [4']. et l'on 
trouvera, après intégration et détermination des constantes 
parla condition que les coordonnées soient nulles en même 
temps que e^ les deux équations suivantes : • 

j^rrz msîn'^, a: ~. me -\- mcosesine; 

réiimînatlon de e entre ces deux équations conduit à Téqua- 
lîon de la courbe dans le système cartésien 



qui est celle d'un cycloïde rapporté à son sommet. 
Si Ton emploie le système tangentiel, les coordonnées sont 

Xî=me, r= ms\ne\ 

elles font reconnaître à l'instant que la courbe est décrite par 
un point de la circonférence du cercle dont le diamètre est m. 
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roulant sur une parallèle à Taxe OX, située à une distance m 
de cet axe, et le point décrivant coïncidant avec l'origine des 
X au commencement du mouvement. L'emploi de la courbe 
polaire auxiliaire est d'une grande utilité ; l'équation de cette 
courbe étant r = msine, on reconnaît qu'elle représente un 
cercle égal au cercle roulant, et dont l'origine des rayons vec- 
teurs se trouve sur la circonférence ; par conséquent, si l'on 
identifie le cercle auxiliaire avec le cercle roulant e dans une 
de ses positions, on conclura, n° 23 : 

i** Que la tangente à la cycloïde, ou le rayon vecteur de la 
courbe auxiliaire, est la ligne qui joint le point décrivant avec 
le point de contact du cercle avec l'axe OX ; 

2® Que la normale de la courbe auxiliaire, ou bien le dia- 
mètre du cercle mené par le point décrivant, a sa projection 
sur l'axe OX, identique avec celle du rayon de courbure de la 
cycloïde en ce point; ce qui donne la propriété connue de ce 
rayon de courbure, ainsi qu'une construction simple de ce 
rayon, différente de celle qui résulte de l'équation élémentaire 
de cette courbe ; 

3*» Que l'aire comprise entre la cycloïde, sa tangente et l'axe, 
est égale à l'aire du segment du cercle roulant, intercepté par 
la tangente à la cycloïde ; 

4^ Que le double de cette tangente est égal à la longueur de 
l'arc cycloïdal correspondant. Celle dernière propriété est la 
conséquence immédiate de la formule du n° 23, relative à la 
rectification de la courbe donnée. 

Toutes ces propriétés se présentent comme conséquences 
directes de l'emploi des coordonnées tangentielles et de l'in- 
troduction de la courbe polaire. Les constructions simples et 
déjà connues qui en résultent appartiennent donc à une théo- 
rie générale dont elles dérivent naturellement. 

On déduit facilement de ce qui précède le théorème suivant : 

Théorème. — Si un point d'une droite mobile reste sur une 
droite fixe, et que la droite mobile tourne autour de ce points 
de telle sorte que le rapport de la vitesse de translation du point 
à la vitesse angulaire de la droite soit constant^ cette droite 
enveloppe une cycloïde ^ et le diamètre du cercle générateur est 
égal au rapport des vitesses. 
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25. Problème II. — Quelle est la courbe telle que les paral- 
lèles à une direction donnée ^ menées des différents centres de 
courbure^ interceptent sur les tangentes correspondantes, à 
partir du point de contact, une longueur constante D ? 

Supposons que la direction donnée est perpendiculaire à 
l'axe OX; en conservant les notations précédentes, on aura 

R = Dcot^. 

L'équation élémentaire est donc 

-7- =r D cote. 
de 

En faisant usage des formules [4']> on trouvera les équations 
de la courbe dans le système rectangulaire. Or, si Ton déter- 
mine les constantes par la condition que pour 

e =z - 9 X r^i O, V ==: D, 

9 

ces équations sont : 

yz=:zj)s\ne, x : — D f log tang -e -f- cose 

Si Ton emploie le système tangentiel, les coordonnées X et /• 
relatives à ce système deviennent 

X 

r=D, X "DIoglang-e, tang-e--E^, 

E étant la base des logarithmes népériens, 

La courbe polaire auxiliaire est un cercle rapporté à son 
centre, et dont le rayon estD; ce cercle auxiliaire donne toutes 
'es propriétés de la courbe cherchée. En effet, les valeurs de 
\ dans le cas où D est l'unité, n'étant autre chose que les 
nombres que Ton trouve dans les tables trigonométriques à la 
colonne des tangentes, correspondant aux valeurs successives 
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de Tangle - e, si Ton construit la valeur de X correspondant 

à une valeur de -^, et que de l'extrémité de X on décrive le 

cercle dont D est le rayon, le rayon de ce cercle, formant l'an- 
gle e avec Taxe OX, sera la tangente à la courbe, et son extré- 
mité le point de contact. Si Ton se reporte aux théorèmes du 
n«23, Ton voit: 

1" Que la tangente au cercle menée au point où il rencontre 
la courbe jusqu'à Tintersection de la perpendiculaire à l'axe 
OX menée par le centre du cercle n'est autre chose que le 
rayon de courbure de la courbe; 

2" Que le secteur circulaire compris entre cette perpendicu- 
laire et le rayon r que nous considérons sera Taire de la courbe 
balayée par le rayon mobile pour les valeurs de e comprises 

entre - et - -t-^; 

2 2 

3® Que Ton a 5 = D log sin e, Tare de la courbe s étant compté à 

partir de la valeur - de ^jusqu'à — he; elque, par conséquent, 

dans le cas où Dest l'unité, les valeurs de s sont les nombres 
que Ton trouve à la colonne des sinus dans les tables trigono- 
métriques correspondant aux valeurs successives de e. 
Corollaire. -— La valeur de X donne, par la difîérentiation, 

d\ D 



de sine' 

elle montre que la courbe que nous venons d'étudier est l'en- 
veloppe d'une droite mobile tournant autour d'un de ses points, 
assujetti à se mouvoir sur une ligne fixe, de telle sorte que le 
rapport de la vitesse angulaire à la projection de la vitesse de 
translation sur la droite mobile soit un nombre constant. 

26. Problème 111. — ^ Quelle est la courbe telle que la tangente 
terminée à un axe fixe est égale à la longueur que Von obtient 
en projetant successivement le rayon de courbure sur une di- 
rection parallèle à VaxCy et cette projection sur la direction 
d^ la tangente? 
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En conservant les notations précédentes, on a 

ds 

-r-cosesine=3 r. 
de 

ds 
Si dans cette équation on remplace -p par sa valeur donnée 

par Va troisième des équations (12) du n® 22, on aura, après 
réduction, Téquation 

rsxnede 4- cosedr^= o, 

dont l'intégrale est 

rcose =/?, 

p étant la constante arbitraire introduite par Tintégratiom Si 
l'on a égard à cette équation, on obtient 

ds p 



de cos'esine 

qui est Téquation élémentaire de la courbe cherchée. 

En faisant usage des formules [4'] du n® 20, on trouve les 
équations de la courbe dans le système rectangulaire 

.r 

j=:^tang^, ^ = plogtang^, tange = E?, 

les constantes étant déterminées par la condition que, pour e 
égal à zéro, x devienne infinie eijr s'annule. L'élimination de 
e entre ces deux équations conduit à l'équation de la courbe 
entre les deux variables x, y. Cette équation est la logarith- 
mique 



X 



dans laquelle £ est ïa base des logarithmes népériens. 
Dans le système langentiel, les équations de la courbe sont 

X = p log tange — p, rz= -J- 

La courbe polaire auxiliaire est une droite perpendiculaire 
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à Taxe menée à une dislance p du pôle. Les valeurs de X s'ob- 
lienneni comme dans le numéro précédent. Cela posé, si l'on 
construit la valeur de X correspondant à une valeur de e, el 
qu'on élève une perpendiculaire à Taxe à une distance p de 
l'extrémité de X, le rayon vecteur mené de cette extrémité 
comme pôle, formant l'angle e avec Taxe, sera la tangente à la 
logarithmique et rencontrera la perpendiculaire au point de 
contact; on voit ainsi, d'après le n°23 : 

1** Que la normale à la courbe polaire auxiliaire étant la pa- 
rallèle à l'axe menée par le point de contact jusqu'à la rencon- 
tre de la perpendiculaire au rayon vecleur mené au pôle, cette 
parallèle est la projection du rayon de courbure de la logarith- 
mique; 

2° Que le triangle rectangle dont r est l'hypoténuse et p l'un 
des côtés de l'angle droit, et e l'angle compris entre ces deux 
droites, a une aire égale à l'aire balayée par le rayon mobile de 
la logarithmique, depuis e égal à zéro jusqu'à e égal à e; 

3° Que si l'on fait usage du théorème (3) du n° 23, l'on aura 



ds z= rfX cose -h dsy sin e. 



et par suite 



, pde smc , 

ds z=z !-, h p — -- de ; 

sme ^co&'e 



donc l'intégrale est 



I 
tang-^ 



s — 5o— plog h p ( )> 

^ I '^ Vcose coseo/ 

tang-^o ^ 

So étant la valeur de s correspondant à la valeur e» de e. 

27. Problème IV (généralisation du problème précédent). — 
Trouver la courbe telle que la tangente terminée à un axe fixe 
est dans un rapport constant avec la longueur que Von obtient 
en projetant successivement le rayon de courbure sur une di- 
rection parallèle à Vaxe, et cette projection sur la direction 
de la tangente. 
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Soit m ce rapport, on aura 

ds 

-î-cosesine=: mri 
de 

ds 
or si l'on a égard à la valeur de -p donnée par la troisième des 

équations (12), on aura Téquatîon 

de 



d{rs\x\eA cosV 

: =:/n; 

rsine tang^ 

Soiim>i, Tintégrale de Téquation précédente est 

rsine=:/> tangue, 

dans laquelle/) est la constante d'intégration. 
On déduit sans difficulté les relations 

sin'"-*^ V P . '^ / .lange 

A=:mp —-5 X = — - — tang"-*e, v=('w— 0— : • 

^cos'"-*-'e m— I ^ ' X ^ 'sine 

Coordonnées rectangulaires. — On les obtient en faisant 
usage des formules [4'] 



X— — ^tang^-'e, y=^ pVàXiff^ey ar:==^\ ^' ) py"~y 






m 



Courbe polaire auxiliaire. — x^ = py"-^ parabole sembla- 
ble à la précédente et semblablement placée. 
Tangente. — Si Ton construit la parabole dont le paramètre 

— ^3- ) p, et qu'on mène une tangente en un de ses 

points jusqu'à la rencontre de Taxe de X, si d'une autre part 
on construit une parabole semblable et semblablement pla- 
cée, ayant son sommet en X et un paramètre égal à p, la 
deuxième rencontrera la première en son point de contact avec 
la tangente. 

Rayon de courbure. — La normale à la seconde parabole, 
terminée à sa rencontre avec la perpendiculaire au rayon r au 
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point X^ aura la même projection sur l'axe qu6 le rayon de 
courbure de la première parabole. 

Quadrature, — L'aire de la première parabole, balayée par 
le rayon mobile r du système tangenliel, est égale au secteur 
parabolique compris entre Tare de la seconde parabole et le 
rayon vecteur r du système polaire. 

Si Ton a m<:;i, on obtient une série de courbes hyperbo- 
liques qui se discutent de la même manière. 

28. Problème V. — Trouver la courbe telle, que si l'on pro- 
jette son rayon de courbure sur une direction donnée, cette 
projection sur la direction du rayon de courbure, la projection 
obtenue sur la direction donnée et ainsi de suite, m étant Je 
nombre des projections successives, on obtient une longueur 
constante b. 

Équation élémentaire, -*- Ce problème donne une famille 
de courbes que l'on obtient en donnant à m toutes les valeurs 
entières possibles. Nous représentons dans ces différentes 
courbes les variables analogues par les mêmes lettres affectées 
de l'indice égal à la valeur de m propre à ces'courbes. Suppo- 
sons de plus que, pour toutes ces courbes, ces variables corres- 
pondent simultanément aux mêmes valeurs de e, ce qui re^^ient 
à dire que l'on y considère des points pour lesquels les tan- 
gentes sont parallèles entre elles, nous appelons ces points 
points correspondants. L'équation élémentaire de la courbe 

cherchée est 

dsm b 

de sin'"e 

Rectification. — Sî l'on intègre par parties l'équation précé- 
dente et que l'on place l'origine des arcs aux points pour les- 
quels e=:-5 l'on a 



cose m — 2 



H 5„_, 



m — I sin"'~'« m — I 

Cette équation peut aussi s'écrire sous la forme suivante : 

lU-iCOse ^ m — ïi 

s fil — - - -T~ 0/|}_2« 

m — I m — I 
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Si Ton suppose m pair, on obtient 

cosg Tp . ^ — ^ p . (m — 2)(m— 4) p 
m~iL m— 3 (m — 3)(m— 5) 

^ (m — 2). ,.4. a j^ "I 
(m — 3). ..3.1 j 

Dans le cas où m est impair, on a 

cosg [ p . ^ — 2 „ . (m — 2)... 5.3 p"! 

m — 2 /7i — 4***^*' 

H »• 5 7 — *!• 

m — I m — 0...4--2 

Coordonnées rectangles, — Si l'on fait usage des formules 
[4'] et que Ton détermine les constantes par la condition que 

pour e=:-> x«= et r«=o, on obtient 

__ 6 I R „,sing 

m — I sin""' e m — i 

Coordonnées tangentielles.— Ces coordonnées sont données 
par les formules suivantes : 

(lesquelles on déduit 

•1= 5«-,cote, rm= -T-— • 

m — I sm e 

Normale. — Si Ton appelle N« la normale terminée à Taxe 
desj^, on a 



N« 



sine m — 1 (m — i)sin« 



Construction de la courbe, — D'après les formules préoé*^ 
dentés, on voit que l'arc Sm est une fonction linéaire des rayons 
de courbure menés en des points correspondants de la série 
des courbes d'ordre pair ou impair ; or les coordonnées rec- 

3 
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tangles de la courbe de rang m sont telles» que Tordonnée est 
égale à l'arc du rang (m — i), et que Tabscisse est dans un rap- 
port constant avec la projection du rayon de courbure sur Taxe 
des X ; par conséquent la construction de ces coordonnées ne 
dépend que de la construction du rayon de courbure. Il en 
est de même de la construction de toutes les lignes qui carac- 
térisent la courbe. La construction du rayon de courbure 
est elle-même d'une grande facilité, puisqu'elle ne dépend 
que d'une série de perpendiculaires élevées successivement 
sur les deux côtés d'un angle égal à ^, à partir du point dis- 
tant du sommet d'une longueur h prise sur l'un des côtés; 
comme cela ressort de la dénnition«élémentaire de la courbe. 

Parmi les propriétés convmunes aux courbes de cette famille 
il faut distinguer celle relative à la normale N«. 

Dans chaque courbe, le rayon de courbure est à la normale 
dans un rapport constant qui est toujours un nombre entier, 
et l'abscisse est toujours égale à la projection de la normale sur 
l'axe des x. 

29. Des courbes les plus simples contenues dans la famille 

-Tf^= . ^ • — Ces courbes correspondent aux hypothèses: 
ae siii e 

Celte hypothèse donne l'équation élémentaire du cercle n" 20. 
Les coordonnées tangentielles sont 

Xo= --: j ro= — c^cot^. 

sine 

La courbe polaire auxiliaire est y* + x^jr^ — b^*x^=: o. 

dsi b , , e 

2*» m = ï; y-=:— — , 5,= ologtang-* 

de sine ^ ^ 1 

Les coordonnées rectangulaires sont : 

Xx:=b{\ H- logsine), J,=:6(e )• 
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Les coordonnées tangentielles 



X,= A(n- logsine) — 6(e J cote, r, == 



sine 



On déduit des formules précédentes les relations suivantes : 

o 

dans lesquelles a représente la base des logarithmes. La pre- 
mière est l'équation de la courbe entre les coordonnées rec- 
tangles Xiy fx; la seconde est Téquation de la courbe rapportée 
à l'arc et à Tabscisse. 
L'équation polaire des rayons égaux et parallèles est 



î = "■■« (î - i) 



m = 2; -T- = ... y *,= — bcoXe; 
de sm* e 

^j= -. — > j,= 6tang--, 

sin e '^ ° 2 



e 



t e élogUng- 

X2= h b cote log tang - » r, = : 

sme " ° 2 sme 

On déduit de ces équations 



2 



qui est l'équation de la chaînette entre les coordonnées rec- 
tangles. 
L'équation polaire des rayons égaux et parallèles est 

y 

3. 
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T \j 6 *^^ de sin»e 2\sin*« ® ^2/ 



Fig. 7. 




^3= — 



asin'e 



> j8= — 6coie; 



V ^( *5 \ . cose 

de ces équations on déduit Téquation delà courbe rapportée à 
ses coordonnées rectangles 



r» 



= - 2* ^, 



^3 4- - ; 9 



elle représente une parabole. 

La courbe polaire des rayons égaux et parallèles est encore 
une parabole dont Téquation est 

j^= — bx. 

Il serait facile de vérifier les différentes analogies ( n^ 23) qui 
existent entre ces courbes et les courbes polaires correspon- 
dantes des rayons égaux et parallèles. 

Lorsque m est négatif, Téquation élémentaire relative au 
problème précédent devient 



de 



= fesin"*^; 



elle correspond à un nouveau problème qui se traite d'une 
manière analogue à celle que Ton a employée; elle conduit 
aussi à quelques résultats intéressants. 
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30. Problèhb VI. — Trouver la courbe telle, que son nijron 
de courbure soit proportionnel au cube de la normale terminée 
à une droite Jixe. 

Prenons celle droile pour axe de X ; soit ^ la normale, ^ le 
rayon de courbure > m un nombre conslanl; on a, d'après 
l'énoncé du problème. 

Si = mX*. 
Nous avons précédemment trouvé les deux relations 

X= — rtange, ^ = -A — r-^; 

° smede 

en ayant égard à ces valeurs» la relation précédente devient 

sxnede d(rs\ne) 



m 



cos*e r'sin'e 



Celle équation, dont les deux membres sont des différen- 
tielles exactes, s'intègre directemeni, et l'on trouve, en repré- 
sentant par / la constante introduite par l'intégration, l'équation 
suivante 

I m 



r»sin'e cos'e 
Si l'on pose 



-/. 






cette équation devient 

i*coséî 



rsme=: — 



V^a'sin'e 4- fc^cos'e 

portons cette valeur de r dans la deuxième équation (12) du 
n"* 22 et intégrons l'équation résultante, nous trouvons 

X sin« r=: v^a'sin'e -4- é'cos'tf. 
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Le radical représente la perpendiculaire abaissée de Torigine 
sur la tangente. Soit D cette perpendiculaire ; en portant les 
valeurs de r et de X dans les expressions du rayon de courbure 
a et des coordonnées rectangles x et x> on trouve les relations 

a'6' X as'ine y 6cos« x'^ r* 

Il serait facile de déduire des formules que nous venons de 
trouver les propriétés de la tangente et du rayon de courbure 
de la ligne qui est une conique. 

31. Propriétés du rayon de courbure. — Contentons-nous 
de signaler quelques propriétés du rayon de courbure; rap- 
portons la courbe à ses coordonnées polaires p et 0» nous ob- 
tenons l'équation 

I cos*0 sin'S 



p' a» b^ ' 

or l'équation du rayon de courbure peut s'écrire sous la forme 



cos'a sWe 



^ a* b^ ^ 

il résulte de là que, si a' est le demi-diamètre parallèle à la 
tangente à la courbe au point où le rayon de courbure est A, 
on aura les deux relations 

a!=a^b^^\ a' = ~^; 

on déduit de là les deux propositions suivantes : 

1° Ze rayon de courbure en un point d'une conique est pro^ 

portionnel au cube du diamètre parallèle à la tangente en ce 

point. 

2* La normale en un point est proportionnelle au demi-dia- 

mètre parallèle à la tangente en ce point. 

Il résulte de là que toute relation homogène entre divers 

demi-diamètres d'une conique existera aus§i entre les racines 
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cubiques des rayons de courbure des points déterminés par* les 
tangentes parallèles à ces diamètres, et qu'elle existera aussi 
pour les normales aux mêmes points. 

D'après cela, soient R,, R, les rayons de courbure de la co- 
nique aux extrémités des deux demi-axes, on aura l'équation 

I __ cos'e sWe 

A' RI r; 

de même, soient ^i, ,R, les rayons de courbure aux extrémités 
de deux demi-diamètres conjugués, formant entre eux Tangle a, 
on a 

^\àI sina = r\ r\, A J -f- Jl] = RT -f Rj. 

La première de ces deux dernières relations indique que, si 
l'on projette les rayons de courbure aux extrémités de deux 
demi-diamètres conjugués, d'une conique sur ces diamètres, 
le parallélogramme, dont deux côtés contigus sont égaux et 
parallèles à ces projections, est constant. 
Soit b' le diamètre conjugué de a'; si, dans l'expression 

a'» = abAy 

on remplace ab par a'6'sina, on aura la relation connue 

a'* 
o sma 

qui exprime le théorème suivant : 

Le rayon de courbure en un point est une troisième propor- 
tionnelle entre le demi-diamètre parallèle à la tangente en ce 
point et la distance de ce point à ce diamètre. 

l IV. — Passage d'un système de coordonnées tangentielles 

A UN AUTRE SYSTÈME DE COORDONNÉES TANGENTIELLES. 

32. Problème VIL — Connaissant les coordonnées e, X, r 

ds 
que la tangente à la courbe — détermine sut" un axe OX, trou- 
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i/er les coordonnées ei, Xi, Ti, gue la même tangente détermine 
sur un axe Ot\i formant un angle a avec le premier. 

Soient 0, Oi les origines à partir desquelles les X et les Xi 
sont comptées, I Tinlersection des deux axes^ de telle sorte que 
01 égale m, et OiI égale m.; A, Ai les intersections de la tan- 
gente a la courbe avec Taxe des X et Taxe des X|. Le triangle 
lAAi donne les relations 

. . X — /w Xi — nii Ti — r 

(iq) e^zei—a, — : = — : = — : — » 

^ sin^i sine sina . 

desquelles on déduit 

% 

/ ^ V sinfe, — a)/v i . sina, ^ . 

(20) \^=mt-^ K^ ^(X — m), ri=r-+--: (X — m); 

' sine, ^ ' sine/ 

dans ces formules, X et r, qui sont des fonctions de e, sont 
exprimées en fonction de e, au moyen de la première des rela- 
tions (19). 

Si Tangle a est droit, et si, de plus, on suppose l'origine des 
X et des X| placée au point I d'intersection des deux axes, les 
formules précédentes deviennent 

X 

(20') X,= — Xcotet, r,= r-f--: 



sine, 



33. Du segment intercepté par les deux axes sur la normale 
à la courbe. 

Soient N, N, les portions de normale terminées à Taxe des X 
et desX,, on a 

N,— N = r,tange,— rtange; 

éliminant r au moyen de la dernière des équations (ig), on 
trouvera 

N, — N = — ^^—^ — [ r, -f- ( X, — w, ) cose,] ; 
cosecose, •■ 

si l'on élimine r, au moyen de la relation (12), rirfe, = sinei^fX.. 
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on obtientfinsilement les trois expressions du segment(Ni— N J. 
-T -T sina dUXt — m,)sin^,] 

Ni — N = j ' 

cosecos^, det 

, , , sina rfffX — m)sîn«l 

(21 { = i= T— ^ i 

* cosecose, de 

rf[(r, — r)sin«sin«i] 

cosecoseirfe 

Si les axes sont rectangulaires, ces formules deviennent 

( N _ N ^ rf[(Xi— m,)sing|] _ _ rf[(X— m)sine] 

, , \ ^ cose, sin<?irfe, cosésineâfe 

(21') { 

dUrx — r)sine, cose,] 

cose, sin^jrf<?i 

II faut remarquer un résultat auquel conduit cette dernière 
expression. Soit A le rayon de courbure de la courbe dont les 
deux coordonnées tangentielles (rayon tangent, et son incli- 
naison sur Taxe 0,X,) seraient 2(r, — r), ae,, l'on aura d'après 
les formules (12) 

^^_ rf[.(.r.-r)sin...] ^ 
sin2^,a.2ei 

Le rayon de courbure de cette courbe serait, en longueur, 
égal au segment intercepté par les deux axes rectangulaires 
sur la normale à la courbe primitive, dont les coordonnées 
tangentielles seraient n, e^ par rapport à Taxe OiXi. 

34. De la forme la plus générale de réquation élémentaire 

d'une courbe -^ = <p(^). 

La position.de l'axe auquel est rapportée Téquation élémen- 
taire d'une courbe influe nécessairement sur la forme de cette 
équation, et peut lui donner une certaine simplicité. Si Ton 
veut avoir la forme la plus générale de cette équation, quand 
cette équation est connue pour une position particulière de 
l'axe, il suffît de la rapporter à un nouvel axe quelconque, for- 
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mant un angle indéterminé cl avec le premier. Ainsi l'équation 
élémentaire d'une courbe par rapport à un axe donné OX, 

étant -7- = <p(^), l'équation élémentaire la plus générale de- 
viendra ^ = 9(a4-«, ). 

D'après cela, l'équation élémentaire d'une cycloïde, rap- 
portée à une parallèle à la tangente au sommet est (n*' ^h)y 

ds , 

a étant le rayon du cercle générateur; l'équation élémentaire 
la plus générale de la cycloïde sera : 

-— = 4acos{ei-+- a). 

De même l'équation élémentaire la plus générale de la parabole 
sera (n* 29) 

ds p 

dcx sin*(^i-4- a) 

35. Problème VIII. — Le rapport des vitesses des points d'in- 
tersection d 'une droite mobile avec deux droites fixes OX, 
OXi est constant. Trouver le rayon de courbure et toutes les 
lignes qui caractérisent l'enveloppe de cette droite mobile. 

Soit -p^ = a le rapport des vitesses, Taxe OX, étant situé 

au-dessus de l'axe OX; on déduit de cette équation l'équation 
suivante, dans laquelle b est la constante introduite par l'inté- 
.gration 

Xi= aX -4- 6; 

si l'on élimine Xi entre cette équation et la deuxième des équa- 
tions (19), dans laquelle m, m, sont supposées nulles, on 
trouve les relations 

y_ fesin(« — a) rfX 6sina 

sin« — asin(e— a) de [sine — asin(e — a)]' 
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Si l'on remplace celle valeur de -r- dans la deuxième équa- 
tion (la), on irouve l'expression 

bsxnasiTïe 






[sine — asin(e — a)]' 



En porlani celle valeur de r dans la iroisième équalion (12), 
on oblienl, réductions failes, Téqualion 

ds nabsin^a 



de [sine — asin(e — a)]* 

Après avoir développé sin(e — a), posons 

asina 



I — acosa 

P étani un auxiliaire ; on aura 
ds ^absin^ac 



= lang(3, 



de sin'(e -f- p) 



X (n-a'— aacosa) '. 



Celle équalion esl Téquaiion élémenlaire de la parabole 
(n" 29); elle donne la valeur du rayon de courbure en un point 
quelconque, el les valeurs de X el de r sonl les coordonnées 
langeniielles de celle courbe par rapport à Taxe OX. 

36. Problème IX. — Trouver lu tangente et le rayon de cour* 
hure de l'enveloppe de la droite qui intercepte sur deux axes 
OX, 0X1 , deux segments X, Xi liés par la relation 

A' B» C» D E 

X^ XX, Xî ^ X ^ X, ' 

dans laquelle les numérateurs sont des constantes. 

Nous conservons la même notation que dans te numéro pré- 
cédent. Éliminons X, de celle équation, au moyen de la se* 
conde des équations (19), nous obtiendrons 

X'sin'e — Xsine(Dsin6 -4- Esin^,) 

— (A'sin'e -f- B'sinesin^, -+- Osin'e,) = 0; 



1 

I 
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pour abréger, posons 

(D'-4-4A») = /S DE-4-2B'=mS E»-+-4C«=nS ^^=z, 

^ sine 



la résolution de l'équation précédente donnera la relation 

2X = (D-f-Ez)±a. 

Si Ton remarque que -r- = . ^ > la dérivée de l'équation pré- 
cédente sera 



_. sing /p.^ m»H-n'g \ 
sin^e \ ^ y' 



(fX sina 
de 



or la troisième formule (12) peut s'écrire sous la forme 



"("■■'f). 



rft 

de sine ' 

par suite, après avoir substitué la valeur de -7— dans cette 
équation, on obtient la relation 

a^sine = d=s.n«3^(^— jp-j, 

et finalement 

rfs _. sin'a(ii'/*— m*) 



de 



(/*sin'e + 2m*sine,-f- Ti'sin'ei)' 



Cette équation donne l'expression du double du rayon de 
courbure, el l'on reconnaît que l'enveloppe cherchée n'est 
autre chose qu'une conique (n* 30). 

Quant au rayon tangentiel r, on l'obtient en multipliant la 

valeur de --r- par sine. 
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Si Ton suppose que B, D, £ sont nuls» n étant la tangente 
terminée à Taxe OXi, on obtient les relations suivantes : 

p^sinasin^i A'sinasine 

sin'é sinet 

r-r • r, = * • 



V^A» sin'e -f- C^ sin*e, VA^sin'e-hC^sin'e, 

ds _ A^Osin^g 

^^ (A^sin»e-4-C>sin'Ct)^ 

On déduit de ces équations 

A»C»sin'a 



TA 



(A»sin'e-i-C^sin^€,) 



r+r,= .^'""^ V^A'sin^g + Osin^:, R^= .^rClL ' 
sinestne, A't'sin'a 

Ainsi le cube de la moyenne proportionnelle des deux tan- 
gentes r, r, est dans un rapport constant avec le rayon de cour- 
bure. 

Si la relation entre les segments X» Xi se réduit à l'équation 
B'=XX„ on trouvera 



^ sina ^ /sin^i 
•=B-: — K/— — » 
sine y sme 

-. sina ^ /sine 

I=B--; \/ -. , 



4R = ^ 



sin'esin^e, 



§ y. — Des goubbbs dérivées. 

Nous comprenons sous le nom de courbes dérivées d'une 
courbe donnée celles qui dérivent de cette dernière d'après 
une loi donnée. 

37. Des courbes semblables. — Les courbes semblables et 
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semblablemenl placées sont celles dont les rayons de courbure 
parallèles sont proportionnels. 

Conditions de similitude relatives aux coordonnées tangen- 
tielles de deux courbes semblables et semblablement placées . 
— Soient 5, r, X les coordonnées tangentielles d'une courbe; 
Siy Ti, Xi les lignes correspondantes de la courbe semblable et 
semblablement placée; soit OX Taxe commun auquel elles 
sont rapportées; la condition donnée par la définition même 
de ces courbes est 

dsx ds ^ 

de rfe' 

m est un nombre constant. Si Ton a égard aux équalions (la), 
la relation précédente devient 

rf(r,sine) = mrf(rsine); 

si l'on intègre et qu'on représente par 7*» la constante introduite 
par l'intégration, on trouve l'équation 

(r»— mr) sine =j„ 

or cette équation, quand on y remplace r et r, par leurs va- 
leurs (ï2), devient 



rf(X.-~mX) = ^. 



siïve 

De celle-ci Ton déduit, x^ étant la constante introduite par l'in- 
tégration 9 

-, ~ oToSin^ — ncose 

X, — mX = ; — • 

sme 

Telles sont les formules qui donnent les coordonnées tan- 
gentielles X„ r, en fonction des coordonnées X et r. 

Conditions de similitude relatii^es aux coordonnées rectan- 
gles. — En faisant usage des formules [4']> on trouve les rela- 
tions 

yi — mf = ^0, ^i — mx=: x^. 
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De réquation proposée Ton déduit^i z=nu-h s», s» étant la con- 
stante introduite par l'intégration. 
Ces équations donnent les proportions 

y^ — y» Xy — ^» *i — ^t 
y X s 

Jires balayées par les rayons de courbure correspondants, — 
Soient di^,, di^ les deux aires élémentaires correspondantes, on 
aura 

Vt étant la constante introduite par l'intégration. 

Jires balayées par les rayons tangent iels r, rt, — Soient dui, 
du les deux aires correspondantes, on aura 



rftt, z= - ( mr -+- -r-^ ) de, 
2 \ sine/ 



Développant et simplifiant, on obtient Téquation 

f . f I tJ j my^rde 

dut=z m^du H Ht de H '^ 5 

2 sin'e sme 

dX 

remplaçant dans le dernier terme r par sa valeur --r- sine et 

intégrant, on trouve la relation 

w, — m^u=^ jJcote-f-mjoX H- «•, 

u« étant la constante introduite par l'intégration. 

Ces formules montrent comment on obtiendra, au moyen de 
l'une des deux courbes, toutes les grandeurs qui caractérisent 
l'autre courbe. 

38. Des courbes parallèles. — Deux courbes sont parallèles 
lorsque leurs rayons de courbure parallèles ne diffèrent que 
par une constante. 

Conditions pour que deux courbes soient parallèles. — Soient 
», r, X Tare et les coordonnées tangeniielles de l'une des deux 
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courbes, ^t, ri, Xi les lignes correspondantes de la courbe pa- 
rallèle ; soit OX Taxe commun auquel ces deux courbes sont 
rapportées; la condition donnée par la définition même des 
courbes est 

dsx ds 



de de ^ ^ 

n étant un nombre constant. Si Ton a égard aux équations (12), 
cette équation devient 

rf(r,sine) z=d(rslne) -4- nsïnede; 

si Ton intègre et qu'on représente par /« la constante intro- 
duite par Tintégration, on aura l'équation 

(r, — r) sine = Xt — ncose ; 

or cette équation, quand on y remplace r, et r par leurs va- 
leurs (12), devient 

j/v VN Tt^^ ncosede 

rf(X,— X) = ^^— — — -, 

' sm'e sin^e ' 

en l'intégrant et en représentant par x^la constante arbitraire, 
on obtient finalement la relation 

sme sme 

De ces équations on déduit les conditions de parallélisme 
des courbes qui se rapportent à leurs coordonnées rectangles, 
qui sont 

Xi — y= — ncose -4-/t, Xi — x = usine ^ x^. 

Rectification des courbes. — Si Ton intègre l'équation rela- 
tive aux rayons de courbure, et qu'on représente par s. la con- 
stante introduite par l'intégration, on trouve 

*i — 5 = ne -+- 5i ; 
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on déduit de ces équations^ les rapports égaux 

e cose sine 

Jirès balayées par les rayons de courbure. — En conservant 
la notation du n° 37, on a 



dvi= -{K-hSo^dezriz dv -+- Rs^de + - slde; 

si Ton appelle c^o la constante introduite par Tintégration, on 
obtient l'équation suivante : 

Aires balayées par les rayons tangeniiels, -^ Elles sont don- 
nées par les formules suivantes : 



rfM,z=: - (r— ncoXe H- -H^ | de, 

Mne/ 



su 



, , ï , *, j i y'ide nrde 

dUi=du H- - /i» coVede -f- - -?— — h -—. 

2 2 sm'e sine 

nvocosede 



— nr cote de 



sWe 



Or si Ton remarque qu'en vertu des équations (12) on a les 
relations 

rde ,__ rcosede ,, , 

—. =:rfX, : =:d{s T), 

sme sine 



6tque l'intégrale du terme -/l'cot'erfe est 

(cote + e), 

2 ^ 

on obtient, u^ étant la constante introduite par l'intégration, 

4 
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réquation suivante : 

//, — M,— M— (cote -h e] — '-^ col6 -{- 7^,X 

— /i(5 — r) H- — 



sine 



39. Problème X. — Trouver les courbes parallèles d*une co- 
nique donnée. 

Si Ton conserve les notations employées dans le n" 30, les 
coordonnées rectangles de la courbe parallèle à une conique 
seront données par les équations 

( a'\ . l b^\ 

a:,— ^0— I /i-h ^1 sine, j,— jo— — \^-^T)) c<^s<?, 

ds^ a'b^ 



D— s/a^s'in^e-^'b^cos^e, -r^ = -rrr +'*» 

de D» 

dans lesquelles e est Tangle que la tangente à la conique fait 
avec Taxe OX. 

Plus généralement, si Ton cherche les courbes parallèles de 
la courbe 



I • 



a ' b -'' 



et que Ton pose pour abréger, 1 étant égal à \ — i. 



%m 1 m X m 



(j£)~ /'"-'a'^-'sin'"-'e -f- fr'«-'cos'"-'e, 
on aura les équations 



■iin—i^m — I ' 



:r, — ^0 tzn 71 sm 6* -1 j — sin'"*"' e, 



A'^-'cos*"-' é? 



2 — m a— m 



ds^ ^JJ!L{ba)'^~' sin'^'^ecos'"-' e 

de m — I ±-^.J 
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Problème XI. — Enveloppe d'une droite de longueur l 
dont les extrémités se meuvent sur deux droites données OX, 

OX,. 

Soit a Fangle des deux droites OX, OX,; e, e^ les angles 
qu'elles forment avec la droite /; X, X» les distances des points 
d'intersection au point 0; le triangle dont les côtés sont X, Xi, 
/donne les rapports égaux : 

X X. / 



smei sine; sma 
On déduit de ces relations les équations suivantes : 

X= -: Sin(<? — «), —7— = -: COS(e — à). 

sina ' de sma ^ ' 

Or, si Ton prend OX pour axe des coordonnées tangentielles 
de la courbe cherchée, on aura, d'après les formules (12), 
les relations 

r=: — : — [sin(2e — à) 4-sinal, 
2 sina ^ ^ ^ 

-7- = — : — I 3 cos(2e — a) -h cosal. 
ae 2 sma ^ ^ 

Ces valeurs font connaître les coordonnées tangentielles de 

la courbe et son rayon de courbure. 

ds 
Discutons la valeur de -r- que fournit l'équation naturelle 

de la courbe. Si celte valeur se réduisait au premier terme, on 
aurait l'équation élémentaire d'une hypocycloïde engendrée 

par un cercle de rayon égal à -y —. — roulant sur la concavité 

•^ 4 sina 

d'un cercle de rayon — : — 9 cette hypocycloïde ayant son 
sommet sur la bissectrice de l'angle des deux axes OX, OX,; 
niais, comme la valeur de -j- se compose de ce premier terme 

augmenté du terme constant - -: — ? elle représente l'équa- 

2 sma *^ ^ 

4. 
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lion élémentaire d'une courbe parallèle à Thypocyclôïde que 

nous venons de définir et situé à une distance — - — de celte 

2sina 

courbe; on déduit de là la construction suivante : 

Pour construire V enveloppe de la^vuibe l dont les extré- 
mités glissent sur deux axes OX, 0X| formant entre eux 
V angle a, élei^ez par les extrémités de la droite l considérée 
dans une de ses positions des perpendiculaires aux axes; avec 
un rayon égal à la distance de leur point d'intersection au 
point 0, décrivez de ce point un cercle et sur la concavité 
de ce cercle une liypocyclolde, dont le sommet se trouve sur 
la bissectrice des axes à une distance du centre égale à la 
moitié du rayon; enfin construisez la courbe parallèle de 
V hypocycloïde à une distance de celle-ci égale à la projection 
de la distance du centre au sommet de V liypocyclotde sur l'un 
des axes. 

ds 
Si Ton prend la dérivée de -y-? on aura 

du 3/ . , . 

de^ sina ' 

qui est l'équation élémentaire d'une autre hypocycloïde en- 
gendrée par un cercle d'un rayon égal à — -. — roulant sur la 

concavité d'un cercle d'un rayon quatre fois plus grand, l'ori- 
gine de cette hypocycloïde étant sur la bissectrice de l'angle 
des axesOX,OXi. Ainsi l'enveloppe de la droite / est la déve- 
loppante de cette dernière hypocycloïde. 

Ces caractères si simples de l'enveloppe qui nous occupe 
sont la conséquence immédiate de notre analyse. 11 eût été 
beaucoup moins facile de les apercevoir si l'on avait fait usage 
du système cartésien. Les équations delà courbe dans ce sys- 
tème se présenteraient sous une forme compliquée. L'analyse 
précédente les fournit d'ailleurs sans aucune difficulté, comme 
on va le voir. 

Coordonnées rectangulaires. — Elles se déduisent des coor- 
données tangentielles que nous avons déjà trouvées, ou bien 



CHAPITRE II. — DES COURBES RAPPORTÉES, ETC. 53 

elles s'obtiennent directement au moyen des formules [4']- 
Elles sont : 

{x — xt)sïna=:: — /(cosasîn^e-hsinacos'ej-ha/cosasin «, 
(/— ^,)sinrt= /(sina sin"e — cosacos*e) H- /cosacos^. 

Si a = -1 

X — ;r, = — /cos'e, / — j^o = ^sin'^, 
desquelles on déduit 

2 1 î 

{x — x.y 4- ir — r^y = ^' • 

ds 
Rectification, — Si Ton intègre la valeur de -i-> on aura 

l'arc sous Tune des deux formes 

3/ , lecoia 3 le 

s =1 — : — sine cose, h ■= - r -^ cota, 

asm a 222 

la constante étant déterminée par la condition que s s'annule 
avec e. 

Quadrature. — On trouve de la même manière Taire u ba- 
layée par le rayon vecteur depuis e = o jusqu'à ez=e : 

sin2a . , cos2a . , 

2M =r: MIÏ* C H 7 COSe SIU^C 

4 4 

m 

/3cos2a cosM\ 
-r- ( ^ ; j cosesme 

-f- I cos'a — y cos2a| e. 

Nous donnerons bientôt une construction générale très- 
simple des rayons de courbure des épicycloïdes. 

40. Des courbes résultantes. — Une courbe est la résultante 
de deux courbes données, lorsque, les rayons de courbure de 
ces courbes étant parallèles, le rayon de la première est la 
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somme des rayons de courbure des deux autres courbes. 
Celles-ci sont dites les composantes de la première. 

Relations entre les arcs et les coordonnées d'une courbe et 
de ses composantes. — Soient s, r,X; *,, r,, Xi les arcs et les 
coordonnées tangentielles des deux courbes composantes; 
Si, Tj, Xa Tare et les coordonnées tangentielles de la courbe 
résultante. La condition donnée par la définition de la courbe 
résultante est 

dsi ds ds 

de de de'' 

or, si Ton a égard aux équations (1*2), on trouve la relation 

rftrjsine) =^d{ri sine) -h d{rsïne). 

Si Ton représente par jo la constante introduite par Tintégra- 
tion, on trouve également la relation 



sine 
Cette équation, quand on a égard aux équations (12), devient 

6/(X,-X.-X)=.^5 

en intégrant cette équation et en représentant par x^ la con- 
stante de rintégration, on obtient finalement Téquation 

Xa — Xi — X — ^0 ^^ — T*» cote. 

De ces équations, on déduit les coordonnées rectangulaires 
de la nouvelle courbe en fonction des coordonnées rectangu- 
laires des courbes données : 

Ja — 7i— T"— Jo, û^2 — ^i — a: = Xo. 

Rectification des courbes, — Si Ton intègre l'équation rela- 
tive aux rayons de courbure, et qu'on appelle 5o la constante 
introduite par l'intégration, on trouve la relation 

S^ — S\ — s -'■' S(^t 
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Jires balayées par les rayons de courbure. — Elles sont don- 
nées par les relations 

dvy =:- l-p- + ^ j dez=zdvi-\-dv -^^%de. 

Or, si Ton appelle w Taire balayée par la moyenne propor- 
tionnelle entre les rayons de courbure R, Ri, comptée à partir 
du centre de courbure de Tune des trois courbes dans la direc- 
tion commune aux rayons de courbure, et si Ton représente 
par Co la constante introduite par l'intégration, on aura la re- 
lation 

Aires balayées par les rayons tangentiels» — Soit m Taire ba- 
layée par une moyenne proportionnelle aux rayons r,, r, comp- 
tée à partir d'un point pris sur Tune des courbes composantes 
dans la direction des rayons tangentieis, on aura, en raison- 
nant comme ci-dessus, Téquation suivante, dans laquelle «a 
est une constante d'intégration. 



«5 — Ml — u — «I, m im 



j« (x. -h X - ^* cote) • 



41. Problème XIL — Trouver la courbe résultante de la chaî- 
nette et de la parabole. 

Les équations élémentaires de la chaînette et de la para- 
bole sont, d'après le n*» 29, 

ds b dsx h 



» ~i 



de sin^e de sin^e 
Donc l'équation élémentaire de la courbe résultante sera 



dsi b 

de sin' e 



\ sine/ 



donc, d'après le même numéro, les coordonnées rectangu- 
laires de la courbe résultante, en ayant égard soit aux for- 
mules [4'], soit aux formules du numéro précédent, seront 
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données par les deux équations suivantes : 



Xi '-. -, — I I -f- 



sine \ 2 sine 



, /i — 2 cose\ 
^' = H Sine j 



L'élimination de e entre ces deux équations conduite l'équa- 
tion cartésienne de la courbe résultante; celte équation est la 
suivante : 



, , ^a — 2V.rî -h 2b Xi — 26'zb Q.bsjb^ — '}.bxi 
y^T^bX ; -z 

\ 6r±: v6^ — 26^2 

La rectification de la courbe est donnée par la formule sui- 
vante : 

(I COS 'B 1 s\ 

cote H r-r^ ^^% ^^^% - ) -h ^j. 
^ 2 sin=^e 2 ^ ° 2/ 

42. Des développées. — Le lieu des centres de courbure 
d'une courbe s'appelle la développée de cette courbe. 

Relations fondamentales. — Soient ds et ds H- dds deux 
éléments successifs d'une courbe; R, R -f- rfR les deux rayons 
de courbure correspondants, et dsx l'élément de la développée r 
on a un quadrilatère dont deux côtés sont les deux demi- 
éléments de la courbe proposée, et les deux autres, R -f- dsx, 
R -h rfR, si les rayons de courbure vont en augmentant, ou 
bien R, R -f- rfR 4- dsx si les rayons de courbure vont en dimi- 
nuant. Suivant que l'on projettera le périmètre de ce quadri- 
latère sur la direction d'un rayon de courbure ou sur une 
direction perpendiculaire à ce rayon, on aura les deux équa- 
tions : 

rfRz==Lrf5,, ^de=zds. 

Le signe supérieur se rapporte au cas où le rayon de courbure 
augmente avec l'axe s, et le signe inférieur, au cas où ce 
rayon diminue lorsque l'arc s augmente. 

La première équation s'intègre, et, si l'on appelle s\,^9 
deux valeurs correspondantes de j, et de R, on obtient la 
relation 

R — Ro=:d:(5.--5'J; 



' 
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donc l'arc de développée compris entre deux positions du 

rayon de courbure est égal à la différence de ces rayons. 

Si Ton suppose un fil flexible et inextensible, sans épaisseur, 

ayant une de ses extrémités en un point quelconque de la 

courbe donnée, et que Ton tende ce fil en Tenroulant sur la 

développée, il suffirait de développer ce fil à partir de l'extré- 

mlié située sur la courbe donnée pour que cette extrémité 

décrivît cette courbe; tout point différent de celte extrémité 

décrirait une courbe parallèle de la courbe donnée. La courbe 

proposée et ses parallèles sont les développantes de la courbe 

dite développée. 

ds 
Équation élémentaire de la développée, — Soit — =-. (^[e) 

réquation élémentaire de la courbe proposée; d'après les rela- 
lions que nous venons d'établir, on a Téquation 

orfangle que le rayon de courbure R fait avec Taxe OX étant <?i, 
on a 



7: 

e^—ze-^-j 
2 



et, par suite. 



dsi _^_ rfR _ _^ d^s 

rfe, de de^ 



^' {" - 1) 



Coordonnées tangentielles, — Soient Xi, r, ces coordonnées 
également prises par rapport à Taxe OX, auquel la courbe 
proposée est rapportée, on aura 

X, = X H 5 r, = R H- r tangc; 

cose ^ ' 

or, si Ton a égard aux équations (12), on obtiendra les rela- 
tions 

^ rf(Xsine) rf(rtange) 

cosede tangecfe 
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Si Ton remplace dans ces équations X et r par leurs valeurs 
données par les équations (6) et ( 7 ), on aura, réductions faites, 
les équations 

Xi ::= 1 ( r- / -7-^ cos ^ rfe ) rf<?, r, =:= 1 -y-rCOsede. 

J'\cos^ej de^ j cose J de" 

On peut les obtenir directement en portant la valeur de -^-^ 

tirée de l'équation élémentaire de la développée dans les for- 
mules (6'^') et (7''), et en prenant e pour variable indépendante. 
Coordonnées rectangles. — Soient Xx, j, les coordonnées de 
la développée, x, j les coordonnées correspondantes de la 
courbe proposée, on a les équations 

ds . ds 

X — Xx = -7— sine, yr-—y\T^— -7-cose. 

Si Ton remplace dans ces équations x Qi y par leurs valeurs 
, tirées des équations [4']> on obtient, après réductions, les 
deux équations 

rd^s . , CdH , 

Xx—-Xo=^-- j --r-^ siuede, j, — jo= / --rj cosede. 

En opérant comme précédemment, on peut obtenir ces 
deux équations directement en partant de Téquation élémen- 
taire de la développée et en faisant usage des formules [4']. 

43. applications des formules précédentes, — i® Développée 
de la strophotde. L'équation de cette courbe est en coordon- 
nées rectangles 



xflf <!/•<» 



i_ -L — ï 

a 

Si l'on fait usage des notations employées dans le n" 39, on 
aura l'équation naturelle de la courbe 

I ?. — ?n f —tn 

(h .f^- Jbar^' si n ^-'^g co s^^-'g 

de ~ ^ * 



(m — i)(Ê) 



I 

— -i-l 

m 
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d'après cela, les équations de la développée de la strophoîde 
en coordonnées rectangles seront : 



jr, — T, =:«'""" sin *""'<? 



Tarn r— m i m 






I 

1-1 

m \m 



(■xm 1 T I m \ 



r, — 7, = ft'"~' cos "^~~^e 

a"*-^'i^^'[(m — i) sin'e — i]sin'^-^^ + ('w — O*^^cos"^-^f^ 



1 9.Tn %—m I m 



X 



I 

— hl 
m \ m 






Dans le cas où m égale 2, ces formules deviennent 



{x, — x«)a'— a'(« — ft)sin*é? 



3» 



(6 cos*e -h a sin^e)^ 



mt 6=*(è — a) cos'e 

(r. — ro)6' = — ^^— 



[h cos'e-4- asin*e) 



Si l'on élève à la puissance | les 'deux équations, et qu'on 
ajoute membre à membre, on obtient 

qui est Téquation de la développée d'une conique en coor- 
données rectangles. 
2** Développée du cercle. — Uéquation du cercle est 

ds 
a étant le rayon du cercle; donc Téquation naturelle de la 
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développée sera 



dsx 
= o, 



dci 

c'esl-à-dire un cercle de rayon nul, et, par conséquent, celte 
développée se réduit au centre du cercle proposé. 

3® Développée de la spirale logarithmique. — L'équation 
naturelle de la spirale logarithmique est (n*' 29), 

ds ^ 

de 

réquation naturelle de sa développée sera 

ds ^""{'^-l) 

-j=nmE ; 

dex 

la développée sera donc une spirale logarithmique. Si Ton rap- 
porte ces deux équations à une même variable e, on verra 
qu'en des points correspondants le rayon de courbure de la 
spirale et le rayon de courbure de la développée sont égaux, 
ou bien dans un rapport constant. 

4" Développée de la cyclotde. — L'équation naturelle de la 
cycloïde est 

ds 

— - = !inicose; 

de 

donc l'équation naturelle de la développée sera 

dsx 

— - nz: 2/ncoseî, ; 

dey 

donc la développée d'une cycloïde est une cycloïde. Si l'on 
rapporte ces deux équations à la même variable e, on aura les 
relations 

R=r2mcos^, R, =— 2/nsiné?, R, -i-Rf=4/n2; 

donc la distance d'un point de la cycloïde au centre de cour- 
bure correspondant de la développée est constante, quel que 
soit le point que Von considère sur la cycloïde. 
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ds 
5° Développée de la courbe -r- r= D coie. — Celle courbe, 

que nous avons trouvée au n** 25, a pour développée la ligne 
dont réquation naturelle est 

ds, D 



rfe, cos*e, 

c'esl-à-dire une chaînette (n** 29) 

6"* Développée de la parabole, — L'équalion naturelle de la 
parabole est (n*» 29) 

ds h 

de sin*e' 

réquation naturelle de la développée sera donc 

dSi - . sin ey 

= — 60 



dei cos*e, 

Or, d'après le n° 27, celle-ci est réquation naturelle de la 
courbe x^=py^, qui représente une parabole semi-cubique. 
Nous ne poursuivrons pas davantage ces recherches, quel- 
que intéressantes qu'elles soient, parce qu'elles ne présentent 
aucune difficulté. 

H. Des déi^eloppées successives d'une courbe, — Si Ton 
prend la développée de la développée d'une courbe, on aura 
la développée seconde de cette courbe ; si l'on prend la déve- 
loppée de la développée seconde, on aura la développée 
troisième, et ainsi de suite. 

Deux développées consécutives sont placées de la même 
manière lorsque le mouvement d'un point sur la courbe pro- 
posée produit simultanément sur ces deux développées le 
développement du fil enroulé sur ces courbes. Les dévelop- 
pées consécutives sont inversement placées lorsque, par suite 
du mouvement d'un point sur la courbe proposée, le fil se 
développe sur Tune des deux développées et s'enveloppe sur 
l'autre. Dans le premier cas, les deux rayons de courbure de 
^a courbe proposée et de sa développée croissent en même 
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temps avec Tare de la courbe proposée; dans le second cas, 
ces deux rayons de courbure sont F un croissant et Tautîre 
décroissant lorsque Tare de la courbe proposée est croissant. 
Équation élémentaire de la développée de l'ordre n, — Nous 
conservons, pour représenter les lignes qui caractérisent une 
développée quelconque, les lettres qui désignent les gran- 
deurs correspondantes dans la courbe proposée ; mais, pour 
les distinguer, nous les affectons de Taccent qui marque le 
rang de la développée ; d'après cela, on aura les équations 

dl^.—dzds^y rfR, =zhûf5j , dR(n^t) =±ds„; 

Rrfe .-=: ds, Rt^^i = dsi, . . . , l^nden = ds^y 

auxquelles il faut joindre les relations angulaires 

7T TT TT 

2 2 2 

on déduit de ces équations 

dans lesquelles la signification du double signe se trouve 
expliquée par ce que nous avons dit plus haut. Ces formules 
montrent que, si l'équation élémentaire de la courbe proposée 

est ■-j- = c^{e), réquation élémentaire de la développée n'*^ 

sera, <p("^ étant la dérivée ai'*'"* de 9, 

dsn 






Rectification d*une dé^^eloppée quelconque. — Nous trou- 
verons, pour une développée du rang n, une formule analogue 
à celle que nous avons trouvée pour la développée première, 

R(„_i) — B'„-i) :=:±{Sn /«}, 

B«_, et In élant les valeurs particulières de R»_i et de s^ pour 
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une valeur particulière de e^ et, par suite, on a 

5« = /„ =p oC-») (e„_, —^- TT j — B„_, 

45. Coordonnées tangentielles. — Nous déduirons des coor- 
données tangentielles de la première développée, démontrées 
dans le paragraphe précédent, les coordonnées tangentielles 
de la deuxième développée, et ainsi de suite, et nous obtien- 
drons 

-. d{\s\ne) Y rf*(Xsine) 

Ai — -jf — > Aj — -z — j 

coseae cosede 

_ d' jXsme) _ d*{\s\ne) 

A2 — : — î A4 — : — > 

sine£^e sine de 



Y ^ rf'"-'(Xsine ) rf'^ÇXsine) , 

cosede sine de 



rf(rtange) 

r = — > 

tang^ 



à r . d , ;i 

'^ = \^e \ ^'^«^^ Te H^ Te ^ ' ^^"^^^] 



On trouvera aussi, en faisant usage des formules (6") et ( 7"), 
les expressions suivantes : 

. / mt\ rd'+'s . (^,^\de 



V 
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Cootxlonnées rectangles, — Ces coordonnées sont [4'] '. 
• Xa~x,= j -^^cosle-h —)de, 



1 



rd"*>s . ( nT.\ , 



Si Ton connaissait les coordonnées x, y de la courbe proposée 
en fonction de e, on trouverait, en projetant le polygone 
dont les côtés sont R, Ri, Rj, Rn_i sur les axes des x et des jr» 
les deux formules suivantes, qui sont indépendantes de tout 
signe intégral : 

Xn—x—l R„_, cosé";,, y\ — j z= 2 R„_i sin 6„, 

dans lesquelles le signe 2 s'étend à toutes les valeurs de n, 
depuis I jusqu'à n. Ces formules se déduisent aussi des précé- 
dentes par une suite d'intégrations par parties. 

On doit remarquer que les formules qui donnent soit les 
coordonnées tangentielles, soit les coordonnées rectangles 
d'une développée quelconque, se rapportent les unes aux cas 
où la courbe proposée n'est connue que par son équation élé- 
mentaire, les autres au cas où la courbe est donnée par ses 
coordonnées, soit rectangles, soit tangentielles. Dans ce 
second cas, il n'y a aucune intégration à effectuer. 



CHAPITR» III. — DEUXIÈME SYSTÈME DE COORDONNÉES, ETC. 65 



CHAPITRE m. 

DEUXIEME SYSTÈME DE COORDONNÉES TANGENTIELLES. 



§ I. — Étude générale. 

46. Définitions, — Appelons rayon tangentiel d'une courbe 
mn {fig. 8) au point B la longueur r de la tangente menée en 



Fig. 8. 



•'R 




ce point à cette courbe jusqu'à la rencontre d'une autre 
courbe PQ; abscisse curviligne la longueur s de Tare de courbe 
PQ comptée à partir d'une origine fixe 0, prise sur cette 
courbe jusqu'à la rencontre A du rayon tangentiel avec la 
courbe PQ; enfin angle coordonné l'angle que le rayon tan- 
gentiel fait avec la tangente au point A à la courbe PQ; nous 
représentons ces coordonnées par les lettres r, s, a. La courbe 
PQsera appelée courbe directrice. Il est évident que la con- 
naissance de a et de s fait connaître la tangente à la courbe 
^riy et que r donnera le point correspondant de cette courbe. 
Dans chaque cas particulier, on fixera dans quel sens l'angle à 
et l'arc s sont comptés. 

5 
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Équations différentielles. — Le point Oi étant l'origine des 
abscisses curvilignes s comptées positivement sur la courbe 
directrice d^ Oi en Q, si au point A nous menons une tangente 
à la courbe PQ, nous regardons comme positive la portion de 
tangente comptée à parlir du point A dans le même sens que 
les arcs positifs. Si du point A nous menons un rayon tangen- 
tiel r à la courbe mn au point B, langle a que ce rayon fait 
avec la tangente à la ligne PQ au point A est compté positi- 
vement de droite à gauche à partir de la portion positive de la 
tangente en A. Soient e et e les angles que les tangentes aux 
deux courbes en deux points correspondants A, B font avec 
Taxe fixe OX, le sens de ces angles et de cet axe étant déter- 
miné. Du point A, infiniment voisin du point A sur la courbe 
mn, menons deux tangentes, Tune à la courbe PQ et Taulre à 
la courbe mn. Soient c le point d'intersection des deux tan- 
gentes à la courbe PQ et d le point d'intersection des deux 
tangentes à la courbe mn; les angles du quadrilatère formé 
sur les deux couples de tangentes en A et Ai sont 

a, i8o — de, i8o — a — da, de, 

et les côtés 

- ds, - ds, r-^~dr dtr, r H — rfo*. 

2 2 2 2 

Si Ton projette le périmètre sur la direction du rayon tan- 
gentiel r et ensuite sur une direction perpendiculaire, on aura 
les deux équations 

( r 4- - rf(7 ) = ( r-f- dr rfc) H- ( - rf* cosa j -h-ds cos(a — de), 

-dssïna =:lr-hdr rfo-j sinrfe dss\n{a — de), 

et, en négligeant les infiniment petits du second ordre, on a 
les deux équations 

rdi d(T — dr 
{i) sina = -^> cosa= — -^ 
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D'une autre part, la somme des angles du quadrilatère étant 
égaleà 36o, et ces angles étant a, i8o — rfe, i8o — a — daydzy 
on a réquation * 

(2) de = de A- da. 

Soit du la différentielle de l'aire balayée par le rayon tan- 
gentiel r, on a la relation suivante. : 

(3) du= - r^de. 

Les équations (i) donnent, la première, le rayon tangentiel 
de la courbe mn\ la deuxième, l'élément de cette courbe. 
L'équation (2) fait connaître l'angle de contingence, et l'équa- 
tion (3) l'aire de la même courbe. 

47. Équation du rayon tangentiel. — Si l'on élimine e entre 
la première des équations (0 et l'équation (2), on trouve 

, ,, sina de da 

<^^ — = ds-^ds- 

II est utile de remarquer les modifications de signe qui s'in- 
troduisent dans cette formule, suivant les différentes hypothèses 
que Ton fait sur l'origine et la direction des coordonnées * 
etd. Ainsi, si l'angle a est compté toujours dans le même sens, 
mais à partir de la portion négative de la tangente à la direc* 
irice au point A, le premier membre change de signe. Si, 
l'origine de cet angle ne changeant pas, cf t angle est compté en 
sens contraire, le premier et le dernier terme de l'équation 
changent de signe, et ainsi de suite. 

Appelons N la longueur de la normale à la directrice au 

point A, comprise entre ce point et la normale à la courbe mn 

au point correspondant B, le premier membre de l'équa- 

ds 
tion (2') est l'inverse de cette normale; -r- est le rayon de 

ds 
courbure R de la directrice ; -r- est le rapport du déplacement 

du point d'intersection du rayon r avec la directrice au dépla- 

5. 
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cernent angulaire de ce rayon autour de ce point par rapport 
à la tangente à la directrice, lorsque ces déplacements sont 
inflnimenl 'petits. Ce rapport étant essentiellement linéaire, 
nous le représentons par D, et alors Téquation précédente 
s'écrit sous la forme 

/ fX III 

Construction géométrique du rayon tangentiel, — Sous cette 
forme, cette équation montre que si, à partir du point A, on 
prend sur la normale à la directrice en ce point deux lon- 
gueurs AR, AD égales à R et à D, et une longueur AN, égale 
à 2 AN, les quatre points A, N„ R, D partagent la normale 
harmoniquement. 

R est le centre de courbure de la directrice; les points N, 
et D doivent être pris du même côté que R par rapport au 
point A, ou du côté opposé, suivant que D et N ont le même 
signe que R ou des signes contraires. 

D'après cela, si deux des trois quantités N„ R, D sont con- 
nues, la troisième sera déterminée. Supposons, par exemple, 
que les deux quantités connues sont R et D, il suffira, pour 
construire N, de chercher le point conjugué harmonique Ni 
de A par rapport aux deux points R et D et de prendre la moitié 

de AN, ; connaissant le point N tel que AN = - AN,, on aura le 

rayon tangentiel. En effet, la connaissance du rapport D im- 
plique la connaissance de s en fonction de a; par conséquent, 
la direction du rayon r au point A est connue, et, en proje- 
tant N sur celte direction, on aura AR, c'est-à-dire la longueur 
du rayon r. 

48. Équation du rayon de courbure. — La seconde équa- 
tion (i) peut s'écHre sous la forme 

, ,, d(j dr ds dr 

(4) -1-^=1- -^ cosa -7- = -7- 4- rcota. 

^^^ as de de de 

Le premier membre de cette équation est le rayon de cour- 
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dr 
bure ^ delà courbe mn, le terme — est le rapport de la varia* 

lion du rayon tangentiel au déplacement angulaire de ce rayon 
autour du point A; le dernier terme est la projection de la 
normale N sur le rayon de courbure .R; en efifet, d'après la 
première des équations (i), ce terme peut s'écrire sous la 

forme -: — cosa = Ncosa; de là résulte que la normale N à 
sma ^ 

la directrice au point A partage le rayon de courbure ^ en 

deux segments, dont l'un NB est la projection de la normale N 

sur ce rayon, et dont l'autre N.^ a pour expression le rap- 

dr 
port -j-» Si l'on appelle 9 cette projection, on a 

4') à'=^-«' 

il sufGra donc de déterminer ce rapport pour construire le 

rayon de courbure ^ de la courbe m/i; et, réciproquement, 

dr 
lorsque la courbe mn sera donnée, le rapport — sera connu. 

Or on a 

r= N sina, 

N étant donnée par l'équation (2'); de plus, on a les relations 
(10) Rrfe=rNrfe=:Drfû; 

d'après cela, l'équation (4') donnera successivement 

T^T rf(Nsina) 

^ irr N cosa -I — î— -j -^ 

dt 

■m 

;o) ^ — fN-f- -jr- } cosa-H -T- sma; 

d'une autre part, par la différentiation par rapport à £ de l'équa- 
tion (2'), on trouve 

.5. d^ _(W iy\ 
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Si l'on substitue cette valeur dans la relation (6) on obtient 
Tune des deux formes suivantes : 

Si^ dans ces équations, on introduit l'auxiliaire Ri, telle que 
R = N + Ri, on aura la valeur de Si sous Tune des trois formes 



(6') 



i ^ = ( N + rjY I cosa -f- -T- sma, 

; ^ ^ (^ - t) "^'^ -^ ^^ (I -^ 5-3) '^"^' 

,^ = I R — -^ I cosa -\- -7- sma. 



Si, dans les mêmes équations, on introduit l'auxiliaire v, telle 
que t. = R + D, on obtiendra la nouvelle relation 

(6") ^= Rcosa -^ ; sina. 

x,^ x/ 

On déduira avec la même facilité la formule suivante : 

R» 

^ XT Txf ' j\ R'sina-4- :fr-cosa 

/cwx «^—Ncosa Dsina-f-Dcosa D 

(O ) ïjl — fT, -+- 



N» ~ D> R» 

On déduit des formules (6), (6') et (6") le théorème suivant: 

Théorème. — Le rayon de courbure ^ s'obtient en proje- 
tant sur la normale l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont 
les côtés de l* angle droit sont parallèles aux rayons de cour- 
bure de la directrice et de sa déi^eloppée, et ont pour longueur 
les valeurs des [coefficients des sinus et cosinus de l'une quel- 
conque des équations (6). 

La construction de ces coefficients est donnée par la con- 
struction des conjuguées harmoniques. 
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Différentielle de Vaire. — Si, dans Téquation (3), on rem- 
place di par sa valeur tirée de la première des équations (i), 
on trouve 

(3') du^=^- rsxwadsi 

2 

rsma est la projection du rayon tangentiel sur la normale. SI 
l'on développe la directrice sur la tangente à l'origine Oi des s, 
les projections telles que rsina seront les ordonnées d'une 
courbe dont la différentielle de Taire est rsXnads; en appe- 
lant dv' cette différentielle, on aura 

idu = dv', 
et, par suite, 

donc l'aire balayée par le rayon tangentiel avant le dévelop- 
pement de la courbe directrice est le double de Vaire balayée 
après le développement de cette directrice par les projections 
des rayons tangentiels sur la normale obtenues avant le déve- 
loppement. 

Si, après avoir remplacé dans Téquation (3) de par de-^da^ 
on divise cette équation par le carré de Téquation (3'), on 
trouve l'équation 

o,,, sin'tf 1 2 



du ""K^rfer D'rfa' 

le premier terme du second membre est l'inverse de la diffé- 
rentielle de Taire dv balayée par le rayon de courbure de la 
directrice et le dernier terme Tinverse de la différentielle de 
l'aire dw balayée par le rayon de courbure de la courbe dont 

ds 
l'équation naturelle serait -7- = D. On peut donc écrire Téqua- 

tion précédente sous cette nouvelle forme : 

sin'a II , . I I I 

\li —1 — r= -j- -f- -7— , OU bien j^rz-j- ^^ rrrr^ '^ t^^t ' 
du dv dw N'as IV de D^da 

W. De la normale à la courbe. — La longueur 2fL de la 
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normale à la courbe mn au point B est comptée à partir de ce 
point jusqu'à Tintersection de la normale avec la "normale à 
la courbe directrice au point correspondant A, et il est visible 
que l'on a la relation 

(8) X — rlanga. 

Si avec une ouverture de compas égale à X on décrit du 
point B comme centre un cercle, les deux segments détermi- 
nés par ce cercle sur la normale à partir du centre de courbure 
ont pour expression Jl — X et Jl -i-<D^; on a donc les deux 
équations 

/ X ^ or- 2rcos2rt diir) ^ ^ ir d(ir) 

sin2a d['2e) t,in2a a(2e) 

Soit R, le rayon de courbure de la courbe dont les deux 
coordonnées tangentielles (rayon et son inclinaison sur la tan- 
gente à la directrice) seraient 2ret 2a, et dont la courbe direc- 
trice dsi serait déterminée par la condition ,, ' , = —, : 

^ d{ii) sin2a 

ce rayon de courbure serait (4) en longueur égal au segment 
A — X que nous venons de définir, correspondant aux coor- 
données tangentielles r, a et à la directrice -r = - — • 
° de sma 

50. Interprétation géométrique des équations. — Cette in- 
terprétation ressortira de la solution des deux questions sui- 
vantes : 

Première question. — Une courbe roule sur une autre courbe; 
par leur point de contact on mène une droite parallèle à une 
droite donnée dans le plan de la courbe mobile, enveloppe de 
cette courbe. 

dsi 
Supposons {Jig. 9) que -t-^- = D soit l'équation élémentaire 

de la courbe roulante rapportée à un axe O'X' situé dans son 
plan et tangent à la courbe à l'origine des arcs; supposons, de 
plus, que cette courbe entraînant ce plan roule sans glisse- 
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ds 
meni sur la courbe ^ = R, rapportée à un axe OX tangent à 

celte courbe en son origine 0, D étant une fonlion de a el 

Fig. 9. 








R une fonction de e. Si Ton admet qu'au commencement du 
mouvement les origines et 0' coïncident ainsi que les 
axes OX et O'X', il est visible que, ds et dsx étant égaux, on a 
la relalion 

(10) Rrfe=Drfa; 

or, si par le point de contact des deux courbes on mène une 
parallèle à Taxe mobile O'X', en appelant e Tangle qu'elle fait 
avec Taxe fixe OX» on aura Téquation 

(n) t=:€zç.ay 

le signe supérieur se rapportant au cas où les convexités des 
deux courbes ont le même sens, et le signe inférieur au cas 
où les convexités sont de sens contraires. On aura donc pour 
l'enveloppe de cette droite les équaiions (i). 

Secoi^de question. — Une courbe roule sur une autre courbe, 
enveloppe d'une droite située dans le plan de la courbe rou- 
lante. 

Si l'on considère les deux courbes comme deux polygones 
infinitésimaux dont les côtés qui doivent se placer successi- 
vement en coïncidence soient égaux, on voit qu'entre les 



1 
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coïncidences consécutives des deux côtés d'un angle du poly- 
gone mobile avec les deux côtés de Tangle correspondant du 
polygone fîxe il y a rotation de la ûgure mobile autour du 
sommet commun des deux angles; on déduit de là les propo- 
sitions suivantes : 

1® Les différents points de la figure mobile décrivent autour 
du sommet commun de ces deux angles des arcs infiniment 
petits de cercles. 

2<* Toute droite située dans le plan mobile demeurant, pen- 
dant le mouvement inflnitésimal, à la même distance du centre 
de rotation, reste tangente à un cercle dont le centre est le 
centre de rotation, et, par suite, cette droite touche son enve- 
loppe en un point qui est le pied de la normale abaissée du 
centre de rotation sur la droite. 

De là résulte que, si par le point 0' on mène O'M perpendi- 
culaire à O'X' dans le plan de la figure mobile, l'enveloppe de 
cette perpendiculaire sera déterminée par les pieds des nor- 
males abaissées des différents points de contact des deux 
courbes sur la droite O'M; or ces normales coïncident visi- 
blement avec les parallèles menées des mêmes points à Taxe 
O'X'. 

On conclut que Tenveloppe de la perpendiculaire à O'X', 
menée du point 0' dans le plan de la figure mobile, est la 
développante de l'enveloppe des parallèles à O'X' menées des 
différents points de contact de la courbe roulante avec la 
courbe fixe, puisque, dans toutes les positions, la tangente de 
la première enveloppe est perpendiculaire à la tangente cor- 
respondant à la seconde enveloppe. On déduit de là le théo- 
rème suivant : 

Théorème. — Deux courbes sont telles que leurs équa- 
tions naturelles sont -y-^ rr: D, -r- = R par rapport aux deux 

droites O'X', OX, qui leur sont tangentes chacune à cha- 
cune y la première au point 0', la seconde au point 0. On 
fait rouler sur la seconde courbe la première, de telle sorte 
qu'elle entraîne dans son mouvement une droite perpendicu- 
laire à O'X', les points de contact et 0' coïncidant à Vori^ 
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gine du moui^ement ; l'enveloppe de cette droite sur le plan 
fixe a pour développée l'enveloppe d'une droite dont un point 

parcourt la courbe f -7- = R |, et tournant autour de ce point 

par cette condition, que le quotient de la vitesse de translation 
par la vitesse de rotation par rapport à la tangente soit égal 
AD. 

L'enveloppe de celte droite mobile est donc une courbe 
déterminée et complètement définie dès que les deux courbes 

(^ = R]> f-T-^ ~-'^) ^^^^ données; nous rappellerons, pour 
abréger, la résultante des courbes (R) ef (D). 

51. Courbe polaire indicatrice. — On obtient cette courbe 
en menant d'un point des rayons égaux et parallèles aux rayons 
tangentiels. Elle a évidemment pour équation 

(>^) '•^rTd'^^^' 

dans laquelle le second membre est exprimé en fonction de e, 
/•est le rayon vecteur, e Tangle polaire compté à partir d'une 
parallèle à l'axe OX. 

I** Soit ds' rélément d'arc de cette courbe, a» l'angle de sa 
tangente avec son rayon vecteur ( e» l'angle qu'elle fait avec 
l'axe fixe), ^1 la normale, on a 

dr 
(i3) dr:=ds' cosai, r de =^ ds' sinut y cotai=:=-^-- 

dr 
ËllDoinant —^ entre cette dernière équation et l'équation (4)» 

on trouve 

114) —= cota + cota, = — -. ^5 

r smasma, 

or (a + ai) est l'angle que la tangente à cette courbe polaire 
fait avec la tangente correspondant à la courbe directrice PQ, 
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et, d'une autre part, X, est égale à —, — : on a donc 

(i4') usinai = X, sin{a4-ai). 

On conclut de celte équation le théorème suivant : 

Théorèue. — Si Von projette la normale à la courbe polaire 
et le rayon de courbure de la courbe mn sur la tangente cor- 
respondante de la courbe directrice, ces deux projections 
sont égales. 

Ce théorème donne immédiatement la construction géomé- 
trique du rayon de courbure de la courbe mn quand la courbe 
polaire auxiliaire est connue. 

2** L'aire de la courbe polaire et Taire de la courbe mn sont 
égales^ ces aires étant terminées, ce qui est toujours possible, 
par deux rayons égaux et parallèles. 

3** Si dans la seconde équation (i) on remplace dr par sa 
valeur tirée de l'équation polaire auxiliaire, on aura 

(i5) rf(T = ds cos«, -f-rf^cosa; 

donc les trois éléments rfo-, ds'^ ds sont toujours tels, qu'en 
leur conservant leur grandeur et leur direction un triangle se 
trouve construit sur ces éléments. Les angles opposés à ces 
côtés sont Tz — a — ai, a, a^. 



52. Problème I. — Connaissant l'équation élémentaire de 

ds ds 

la directrice -r- = (^' {e) et le rapport — =^'{a) de la varia-- 

ae ciu 

tion de l'arc à la variation de l'angle coordonné, déterminer 
analytiquement l'enveloppe du rayon tangent iel. 

Des deux valeurs de ds données par la nature de la ques- 
tion, on déduit : 

(16) 5 — ^0— +(«) — ^(«(i), s—'S,z-(^{e) — 9(eo), 

(17) ^(a) — 9(e)=:^(aa)— cp(ea). 

Cette dernière équation donne e en fonction de «, et comme 
e==:e-i-a, e est aussi connu en fonction de a; d'après cela, 
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f(e) est égal à une certaine fonction de a qui sera repré* 
semée par/' (a). 

Le rayon tangentiel se déduit de la première équation (i), 
laquelle devient 

/'(a)-i-^'(a) 

La rectification de la courbe est donnée par la deuxième 
équation (i), laquelle donne par Tintégration 

(18) (7= r-hf^'(a) cosada. 

Si Ton exprime le second membre en fonction de e, au 
moyen des relations établies ci- dessus, la dérivée de cr par 
rapport à s fera connaître Téquation élémentaire de la courbe 
qui sera une nouvelle expression du rayon de courbure. 

La quadrature de la courbe sera fournie par l'intégration de 
l'équation (3'), et Ton aura 

;.9) u^Lfp^MMl ,,,,,,, 



§ II. — Des développées obliques des courbes. 

«S3. Problème II. — Si des différents points d'une courbe 

ds 

j-z=if[e), on mène des rayons formant des angles constants, 

égaux à a, avec les tangerites à la courbe en ces points ^ le lieu 
des intersections de ces rayons est la développée oblique de la 
courbe; déterminer les propriétés de cette courbe. 

Les données de la question dans le système tangentiel sont 
exprimées par les deux équations 

Rayon oblique de courbure. — Dans le cas qui nous occupe, 
le rayon tangentiel est appelé rayon oblique de courbure de la 
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directrice, parce qu'il se confond avec le rayon de courbure 
de cette ligne lorsque Tangle est droit; son extrémité est ap- 
pelée centre de courbure oblique; Tangle de deux rayons 
obliques infiniment voisins est Tangle de contingence de la 
développée oblique, ou simplement V angle de contingence 
oblique de la directrice. Cela posé, le rayon tangentiel se réduit 
de la première équation (i) du n" kQy laquelle devient 

{2) r=:Rsina. ^ 

Cette formule, qui est due à Réaumur, montre que le rayon 
oblique de courbure de la courbe directrice est la projection 
du rayon de courbure de la courbe. 

Il résulte de là qu'en un point les rayons de courbure obli- 
que sous différentes inclinaisons ont leurs extrémités situées 
sur une circonférence de cercle dont le rayon de courbure est 
le diamètre. 

Rayon de courbure de la développée oblique. — Ce rayon 
se déduit de la deuxième formule (i) du n** 46; si Ton re- 
marque que € ne diffère de e que par une constante, l'équa- 
tion (2) du présent numéro, en représentant par R' le rayon 
de courbure de la développée de la directrice, donne la rela- 
tion suivante : 

rfr . rfR _, 

•y- •=. sma -r- =^ smaR'. 
de de 

On a donc les deux équations suivantes : 

d(T d^s , ds »v, . »* 

(3) --j- = -j-^ sina-^'-p cosa, »^ = R'sma + Rcosa, 

desquelles on déduit le théorème suivant : 

Théorème. — Le rayon de courbure de la développée oblique 
d'une courbe est la somme des projections du rayon de cour- 
bure de cette courbe, et du rayon de courbure de sa dévelop^ 
pée sur la direction de la normale à la développée oblique. 

De là résulte que, pour trouver le centre de courbure de la 
développée oblique d'une courbe, il suffit de projeter sur 
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la normale à cette développée le centre de courbure de la 
deuxième développée de la courbe. 

Aire balayée par le rayon oblique de courbure. — L'équa* 
tion (3) du n"" ^6 donne, dans le cas présent, Téquation 

du ^rrft'sin'flf, 
laquelle, par l'intégration, devient, k^, v^ étant des constantes, 

(4) M — i/o= (c — Co)sin'a; 

on a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Les aires balayées par le rayon de courbure 
oblique et par le rayon de courbure d'une courbe sont dans 
le rapport de i au carré du sinus de l* angle de l'inclinaison 
du rayon oblique sur la tangente. 

Ce théorème est dû à Réaumur. 

Rectification de la développée oblique. — Si Ton intègre la 
deuxième des équations (i) du n"* 46, et qu'on représente 
par (7„ ^«, /?o> ''o les valeurs des variables correspondant à un 
point déterminé, on obtient les deux équations suivantes : 

(5) <T — (7o ^ r — r, -}- (5 — s,) costf, 

(5') 0- — 0-0 = (K — Ro)sinrt 4-(5 — io)cosa, 

desquelles on déduit un théorème analogue à celui qui donne 
le rayon de courbure de la développée oblique. 

Théorème. — Si Von développe l'arc s — s^ sur la tangente à 
y origine de cet arc, que par l'autre extrémité de cet arc déve- 
loppé on mène sous l'angle a une longueur égale à r, et que 
de l'extrémité du rayon r on abaisse une perpendiculaire à la 
tangente à l'origine de l'arc (t — cr^, cette perpendiculaire 
détermine sur la tangente une longueur égale à l'arc a — o*,. 

54. Problème III. — Trouver les propriétés des développées 
obliques successives d'une courbe. 

Si Ton prend la développée oblique de la développée obli- 
que d'une courbe, on aura la seconde développée oblique de 
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cette courbe; si l'on prend la développée oblique de cette se- 
conde développée oblique, on aura la développée oblique 
troisième, et ainsi de suite. 
Notation. — Nous établissons les conventions suivantes : 
©•(il), r(„), R(„) sont l'arc de développée oblique de Tordre w, 
son rayon de courbure oblique, son rayon de courbure; 

o-v"), H"), R(") sont Tare de développée de Tordre n, son rayon 
de courbure oblique, son rayon de courbure; 

(T(f)\ r[f)\ R(f)^ sont Tare de développée de Tordre le de la dé- 
veloppée oblique de Tordre /, son rayon de courbure oblique, 
son rayon de courbure; 

Cn est Tangle que la tangente à la développée oblique de 
Tordre n fait avec Taxe fixe; 

a» est Tangle que son rayon oblique de courbure fait avec 
la tangente. 

Formules générales. — D'après ce qui vient d'être établi dans 
le numéro précédent, on a les équations suivantes : 

(i) ri=:Rsina, r, ^ R» sina,,..., r„ = R„sina„; 

(2) e, = c 4- a, e, := e, -I- é7„. . . , en^ ^«_, -4- a,._, ; 

R, = R cosa -f- R' sina, 
Rj z= R, cosa, + R', sina,, 

5 

R„— lU-i cosa«_, 4- Ri-,sin<7„_,; 

I do'i d(j d^(T , 

(3) ' d^,'-= Te ''''''' -^ dF ''''"' 

d7i ddx d'^(7^ . 



d(Jn ddn^s d^(7n^, . 

De ces formules on déduit facilement les suivantes, dans 
lesquelles les valeurs initiales des variables sont représentées 
par les mômes lettres placées entre parenthèses ( ). Ces for- 
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mules sont : 

[ 0-, — (<7,) = r — (r) -+- [a — ((T)]cosa, 
ii) ) ^2 — (o'a) = r, — (rt) + [(T, — (o-,)]cosa,, 

/Jajo/i rfe courbure. — On déduit de ces équations les pro- 
positions suivantes : 

Théorème I. — Si Von prend la développée oblique sous 
l'angle a d^une courbe i et la développée oblique sous V angle ai 
de cette développée^ on trouve la même courbe que si l'on 
prend la développée oblique sous l'angle Ui de la courbe c et 
la développée oblique sous V angle a de cette développée. 

En effet, si Ton prend la dérivée par rapport à e de Téqua- 
lion qui donne la valeur de Ri, et qu'on porte les valeurs 
de Ri» R'i dans Téquation qui donne la valeur de Rs, on obtient 
l'équation suivante : 

(5) Rj =1 sina sina,R" + sin(« -h a,)R' + cosa cosûti R. 

Cette équation étant symétrique par rapport à â, a,, et ne ren- 
fermant que le rayon de courbure de la courbe o-, on aurait 
trouvé le même résultat si Ton avait fait les opérations d'une 
manière Inverse; donc, etc. On déduit sans difficulté les théo- 
rèmes qui suivent : 

Théorème II. — Si Von prend n développées obliques succès-- 
sives d'une courbe o* sous les angles a, a,, as» ... , a^^if la déve- 
loppée oblique de Vordre n sera la même dans quelque ordre 
que l'on fasse intervenir les angles a, Ui, a^,. , ,, a^^i. 

Théorème III. — Si Von prend les développées obliques de 
Vordre n d*une courbe a- en permutant de toutes les manières 
possibles les angles a, ^i, . . . , an^\y sous lesquels sont prises les 
développées obliques successives, l'ensemble des rayons de 
courbure oblique de ces différents systèmes formeront autant 
de lignes brisées dont les deux extrémités seront communes. 

Corollaire I. — Les théorèmes précédents existent toujours 

6 
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lorsque, parmi les développées obliques successives, certaines 
deviennent orthogonales. Car cela revient à poser certains des 
angles a, ai, a^,. . ., a^^i égaux à un angle droit. 

D'après cela, on obtient les propositions suivantes : 

Corollaire II. — La développée d'une développée oblique 
sous l'angle a d'une courbe q est la développée oblique sous 
l'angle a de la développée de la courbe tr, et ainsi de suite. 

Construction du rayon de courbure, — Pour obtenir le centre . 
de courbure de la développée oblique de Tordre n sous les 
angles a, Ut, «2, . . ., a„, construisez les rayons de courbure de 
la courbe cr et de ses développées successives jusqu'à Tordre n; 
à la ligne brisée dont les côtés sont R, R', R",. . ., R^"^ cir- 
conscrivez une seconde ligne brisée à angles droits dont le 
premier côté forme Tangle a avec le côté R, et projetez les 
extrémités de la première ligne brisée sur les côtés extrêmes 
de la seconde; on détermine ainsi une ligne brisée qui a un 
côté de moins; opérez sur cette ligne brisée et sous Tangle a, 
comme on a opéré sur la première sous Tangle a, vous aurez 
une nouvelle ligne brisée qui aura un côté de moins, et ainsi 
de suite, jusqu'à ce que la ligne brisée obtenue se réduise à 
un seul côté; les extrémités de ce côté sont Tune le point de 
la développée de Tordre /i, l'autre le centre de courbure de 
cette développée. 

Cette construction donne à la fois le point de la courbe, sa 
tangente et son rayon de courbure correspondants, et Ton voit 
que le résultat final ne dépend pas de Tordre dans lequel les 
angles a, a,, a,, . . . sont intervenus. 

Rectification de la développée oblique de l'ordre n. — L'in- 
spection des formules (4) conduit à la construction suivante 
de Tare de développée oblique de Tordre n : 

Théorème I. — Développez l'arc [o* — - (<3")] sur la tangente à 
l'origine de cet arc; par l'origine du même arc, menez sous 
l'angle a le rayon (r); par l'extrémité de ce rayon, menez sous 
l'angle Ut par rapport à ce rayon une ligne égale à (r,), et 
ainsi de suite jusqu'au rayon (r„_, ); par l'autre extrémité de 
l'arc [o" — (o-)] développé, menez sous l'angle a le rayon r, et 
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de r extrémité de ce rayon une perpendiculaire sur(r); du 
pied de cette perpendiculaire menez un rayon Ti formant 
avec(r) un angle a», et de V extrémité de ce rayon abaissez 
une perpendiculaire sur {r^), et ainsi de suite, jusqu^au point 
qui sera le pied de la perpendiculaire abaissée sur ( r«-.i ) ; Varc 
[(7,— ((7„)] est égal à la distance du pied de cette perpendicu- 
laire à l'extrémité du rayon (r„_i ). 

Théorème IL — Dans cette construction, la longueur de 
l'arc [dn — ((J«)] est indépendante de l'ordre dans lequel on 
fait intervenir les angles a, «i, . . . , a„_i. 

En effet, si ron élimine r—(r) entre les deux premières 
équations (4) relatives aux arcs des développées, et si Ton 
exprime dans l'équation résultante les rayons r, n en fonc- 
tion de R, Ri, et Ri en fonction de R et R' au moyen de la pre- 
mière des équations (3), on obtient l'équation 

(T,- ((7,) — [R — (R)] sin(a -4- «i) 

[R'— (R')] sinasina. -h [<r— (o-)] cosacos^i. 



laquelle .étant symétrique par rapport à a, a., et ne dépendant 
que des éléments de la première courbe et de sa développée 
oblique seconde, conduit immédiatement au théorème énoncé. 

55. Problème IV. — Enveloppe d'une droite mobile autour 
d'un de ses points, ce point décrivant une courbe donnée, et 
le rapport des vitesses de rotation et de translation étant con-- 
stant. 

Le cas le plus simple après celui où -t- est nul est le cas où 

le rapport -r- est constant ; on obtient alors une classe très- 
étendue de courbes jouissant de propriétés intéressantes. 

Conservons la notation du n" 47, et soient (fig. lo) l'équation 
élémentaire de la directrice et le rapport des vitesses 

H étant une fonction de e et N une constante. De ces deux 

6. 



84 LIVRE I. — GOURBBS RAPPORTÉES A DIVERS STSTÈMES» ETC. 

équations, jointes à la condition ez= e -h a, on déduit les rela- 
tions 

(2) (R — N)rfez=Nrfa, Rrfe=:Nrf£, Rrfazrr(R — N)£/e. 

Or, si l'on pose Ri = R — N, Téquation de la courbe parallèle 
à. la directrice qui, dans le cas de notre figure, est intérieure 

Fig. 10. 




à cette courbe et à une distance N, en représentant par ^i 
Tare de cette courbe parallèle, est donnée par la relation 



(3) 






On déduit de ce qui précède les équations 



(4) 



Joe /* * R 

' Ride, a=z I -^ de, 
Jo ^ 



et, conséquemment, on a les relations 



(5) 



Rrfe, 5,= / Rrfe — Ne, ' 

t/O 



»/0 



Torigine des arcs s et Si correspondant au point pour lequel 
e est nul; Téquation du rayon tangentiei est donc 



(6) 



rr=Nsina. 
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Les équations (5) et (6) donnent les coordonnées tangentielles 
de la courbe cherchée. 
On en déduit le théorème suivant : 

Théorème. — V enveloppe d'une droite mobile autour d* un 
de ses points, ce point décrivant une courbe donnée, et le rap- 
port des vitesses de rotation et de translation étant constant, 
est une roulette décrite par un point du cercle dont le dia- 
mètre est N, ce cercle roulant sur une courbe parallèle à la 
directrice et le point décrivant se trouvant sur cette dernière 
courbe à l'origine du mouvement, 

£d effet, la dernière des équations (4) exprime qu'à partir 
de Torigine du mouvement le point de contact du cercle et de 
la courbe parallèle a parcouru sur les deux courbes des arcs 
égaux, et Téquation (6) exprime que le point de contact des 
deux courbes se projette sur l'extrémité d(; la corde r menée 
par le point du cercle diamétralement opposé au point de 
contact, cette corde formant avec la tangente au cercle un 
angle a. 

Eajvn de courbure. — Le rayon de courbure de l'enveloppe 
du rayon r s'obtient au moyen de l'équation (4) du n° kS, dans 

• dr 
laquelle on remplace --r- par sa valeur tirée de l'équation (6) 

du présent numéro ; or on a 

dr T., R, 

par suite, l'équation (4) du n° 48 donne la relation 
[n) ^ = — - — ■■ cosa. 

* MX 

Construction du rayon de courbure, — Si Ton remarque que 
Ra_Rj est le carré de la tangente menée du point de con- 
tact du cercle mobile avec la directrice au cercle de courbure 
de la parallèle, et que le rapport de ce carré à R exprime la 
projection de cette tangente sur le rayon de courbure de la 
directrice, on voit que le rayon de courbure ^ de l'enveloppe 
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s'obtient en projetant cette projection sur la normale à l'en- 
veloppe. On obtient donc ainsi une construction simple du 
rayon de courbure Si de celte enveloppe. 

Rectification de Venveloppe. — Remplaçons dans l'équa- 
tion (4) du n° 48 dt par sa valeur da-hde, nous obtenons 
l'équation 

d(T — - dr-h N cosada -h N cosade; 

or, par suite de l'équation (6) du présent numéro, le deuxième 
terme du second membre de l'équation précédente est dr: on 
aura donc, en intégrant, 



(8) (7r---^r-f-N / 

mJ i 



de cos ' ■ 



> N 



équation dans laquelle les variables sont séparées. 

Quadrature de ^enveloppe. — La formule (3) du n" 46 donne, 
en opérant par rapport à de, comme nous venons de le faire, 

rftt r^ I(R - RJ^Tsin^arf^ h- desm' (~^) 1' 

équation dans laquelle les variables sont*aussi séparées.. 

Remarque. — Si, dans Ténoncé du problème IV que nous 
venons de résoudre, on suppose que la rotation du rayon mo- 
bile ait lieu en sens inverse, il suffira de changer le signe 

dst 
de N; la courbe parallèle -t-Î- = Ri est alors, dans le cas de 

notre figure, une courbe parallèle à la directrice, extérieure à 
cette courbe et à une distance R, — R; les équations (5) et (6) 
donnent les coordonnées tangentielles d'une roulette décrite 
par un point du cercle dont le diamètre est R, — R qui roule 
sur la courbe parallèle à la directrice, intérieurement à cette 
courbe parallèle. Il est aisé de voir que les formules et les 
constructions précédentes sont générales et s'appliquent à 
cette nouvelle hypothèse. 

Si l'on voulait avoir dans les formules des angles a, et s. 
comptés en sens inverse, il faudrait poser 



az=:27r — «„ e-=rzi'K—~t 



i. 
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Corollaire I. — L'enveloppe du rayon du cercle roulant 
mené au point décrivant est une seconde roulette. 

En effet (fg. lo), l'angle at que fait ce rayon IM avec le rayon 

perpendiculaire au diamètre des contacts est 2a *, Tangloej 

que ce même rayon fait avec Taxe OX est «»-+-«: donc les 
équations (2) donnent 

(2') Erde=-~da,, Nrfe,rzr (N -4- 2R.)rfe; 

2 

or, si par le centre du cercle on mène une courbe parallèle 
à la directrice, en appelant ds» l'élément de l'arc de cette paral- 
lèle, on aura 

dst __ 2R, -4- N 

ds ~~ 2R 

et, conséquemment, par suite des équations (2') du présent 
numéro, on aura 

dsx _ 2R, -f- N rf5, _ N 
de 1 rfgj 2 

ds^ 
Le rapport --t^ étant constant, le rayon mobile enveloppe une 

roulette engendrée par un point du cercle dont Je diamètre 

N 
est — > ce cercle roulant sur la même courbe parallèle à la 

directrice et le point décrivant se trouvant sur celte courbe 
parallèle à l'origine du mouvement. 

Corollaire IL — Il résulte de là que, lorsqu'un cercle roule 
sur une courbe, une droite quelconque du plan mobile de ce 
cercle enveloppe sur le plan fixe de la courbe une courbe 
parallèle à la roulette dont il vient d'être question. 

56. Problème V. — Enveloppe d'une droite mobile autour 
d'un de ses points, tandis que ce point décrit une courbe 
donnée 5,, la vitesse angulaire de la droite par rapport à la tan- 
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gente à cette courbe et la vitesse de translation du point étant 
dans un rapport constant. 

Coordonnées tangentielles. — Soient l'équation élémentaire 

Fig. II. 




de la courbe s^ {fig. 1 1) et Téquation des vitesses 



(0 



dSy 

de 



R., 



dSy 

cLax. 



B., 



R, étant une fonction de e et D, une constante; on a la condi- 
tion e = éï, +e; or, si Ton introduit l'auxiliaire %^ telle que 
^ rzr R, -f- D„ on aura les relations 



(^) 



de dax dz 



Si Ton intègre les équations (i) par la condition que Tare ^r 
soit nul en même temps que e, et qu'en ce point la droite 
mobile soit normale à la directrice, on aura les trois équations 



(3) 






de. 



D, U - !). 



I B.U-^)-- r^R.rf^. 



Cette dernière équation montre que, si Ton fait rouler un 
cercle dont le diamètre soit Di sur la directrice, la corde qui 
joint le point de contact à un point fixe de la circonférence du 
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cercle remplit les conditions de la droite mobile du problème, 
pourvu que le point ûxe se trouve sur la normale à la direc- 
trice à l'origine du mouvement. Nous voyons donc que l'en- 
veloppe de cette droite mobile n'est autre chose que la déve- 
loppée de la courbe étudiée dans le problème précédent; de 
là nous tirons le théorème suivant : 

Théorème. . — L'enveloppe d'une droite mobile autour d*un 
de ses points, tandis que ce point décrit une courbe St par la 
condition que le rapport de la vitesse de translation du point 
à la vitesse angulaire de la droite par rapport à la directrice 
soit constant Di, est la développée de Venveloppe d'une droite 
mobile autour d'un de ses points, tandis que ce point décrit 
une courbe s parallèle à la courbe Si à la distance D„ sous 
cette condition, que les vitesses de translation et de rotation 
soient dans un. rapport constant Di» 

L'équation du rayon tangentiel r, de l'enveloppe est la sui- 
vante : 
, ,, sin^i I I 

Rayon de courbure. — On peut l'obtenir de deux manières : 
ou bien en supposant que Di est constant dans la formule (6') 
du n* 48, ou bien en prenant la dérivée de Jl par rapport à e 
de la formule (7) du n" 55, en ayant égard aux équations {2 ) 

du présent numéro et à la relation a -f- a, = - -, on trouve ainsi 

l'expression de ^1, rayon de courbure de la ligne 5,, 

(5) ^, — -— !-) COSfl, H :- Sina,, 

V \ V / v' 

qui se construit facilement d'après la règle donnée dans le 
n°48. 

Rectification. — Soit rfo-| l'élément de l'arc de l'enveloppe, 
l'équation (4) du n'^ 48, dans laquelle on supposera ds, égale 
à D,rfa„ donnera, par une simple intégration, (o-,)», (r,)o, (ai), 
étant les valeurs initiales de o-,, r„ a,, la relation suivante : 

(6) (7, — ((7,)^— r, — (r,)o-t-D, [sina, — sin(a,)o]. 
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Quadrature. — Si, dans la formule (3) du n** W, on remplace 
r, et 6 par leurs valeurs tirées des équations (4) et (3) du pré- 
sent numéro, on aura 

dans laquelle les variables sont séparées, puisque Ri est une 
fonction connue de e, 

57. Problème VI. — Enveloppe d'une droite mobile autour 
d'un de ses points, tandis que ce point décrit^ une courbe 
donnée, les vitesses angulaires de la droite et de la tangente 
à la directrice étant dans un rapport dont la loi est donnée. 

Coordonnées tangent ielles. — Soient Téquation élémentaire 
de la courbe et le rapport des vitesses 

ds ^ de 1 -\- m 

(i) -7- — R, -T- — y 

.de da m 

R étant une fonction de e et m une fonction dé a. 
De ces deux équations et de la condition 

e r - a -h e, 
on déduit 



(2) S=. 



J' R de, da — m de, de=^{m-i- i)de, 




La première équation (i) donne 

ds R r ds R .^ 

-j- — = -' — ' J-— —^l'î 

de m H- 1 sm a da m 

et conséquemment 

(3) r:^::^ SlU fl. 

i-h m 

Cette dernière équation montre que le rayon de courbure de 
la directrice et la normale à cette courbe sont dans un rapport 
égal à (i + m). 
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On voit, en se reportant au n^ 45, que la courbe est la dé- 
veloppée de Tenveloppe d'une droite située dans le plan de 

la courbe -j- i= — ^ pendant nue cette courbe entraînant son 
aa m 

pian roule sur la directrice, R étant exprimé en fonction de a, 
et a, rangle que ds fait avec un axe fixe situé dans le plan 
mobile. 

Rayon de courbure. — On trouve sans difficulté, en se re- 
portant au n° 50, 

Tfc . dm 

, „ n/ mRsina-T~ 

... ar mR R' . da 

'4 j- = ; -COSa-r-;^ r^SXÏXa ; ;-— , 

dt (x-^my (i-^-mf (i-i-m)» 

/ m— \ 
(6) a J I- ^ "^^ j Rcosa+ , ' \ R' ^ R )sin«, 

que Ton peut écrire sous Tune des deux formes suivantes 
1^= I— , RcosizH j-( isina, 

si m est constant, l'équation (6) devient 

^=1— , ri RcoséH" -, R'sina. 

Or les équations (2) donnent, a^ étant une constante, les re- 
lations 

a — ao—me, e —: (iH- m )«?-+- <io> mtziz [i-^ m)a — a^; 
conséquemment, si Kz=f[e), on aura 

de L l'"*" f'^) j \ I -H m / \ i-h m / 
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laquelle représente l'équation naturelle de Tenveloppe que 
Ton peut écrire sous la forme suivante 



dz [i-\- my 

\:\\-^m) \\-\-mi •^•\i-f-m/ X^-^nt}} 

(i H- m)'"'^\i 4- m/ \ i-hm /' 

de là il résulte que, si la directrice est une cycloïde rapportée 
là a tangente en son sommet, on a 

R rzzaacose, 

et conséquemment 

d<T ia 2. ma 



dz ( I -K /lî ) 



2.ma ff'w — i)e-h2tfan 

cose H- ; cos ^ 

(i-h m)* L i -r- m J 



Donc l'enveloppe est la résultante d'une cycloïde et d'une 
épicycloïde [voir n*» 80). Si de plus m = i, l'enveloppe est une 
développante de cycloïde. 

Rectification. — On a l'équation suivante 



Jr*a T» 
— COS a da, 



(T ~ (7o-^ t 



dans laquelle o-o, r^, a^ sont les valeurs initiales des variables 
(7, r, a. 

58. Problème VII. — Enveloppe d'une droite dont un point 

décrit une courbe donnée ( — = R j par la condition que le 

rayon tangentiel de cette enveloppe soit la projection de 
l'ordre m du rayon de courbure de la courbe donnée sur la 
direction de la droite. 

Coordonnées tangentielles. ~ Les données de la question 
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sont les deux équations 

(i) -T- = R, r=Rsin"a ou bien N =::Rsin'"-'a, 

R étant une fonction de e, <p(e). 

On obtient, en opérant comme précédemment, les équa- 
tions 



(2) 



\s= j Rrfe, rfe = sin"^*arf6, daz=de(i — sin'""'^), 
1 _ r^ sin"^'flrfg 



Il résulte de ces équations que 5 et r sont connus en fonc- 
tion de a. 
Rayon de courbure. — On trouve sans difficulté 

^= -, — (i-r- ni)r—' m^— : — cosa -h R' p, . , sina, 
sinaL RsinaJ R^sin^a 

A = sin"^* a I [( I -f- m) — m sin"-*a] R cosa -4- sin"^'a R'sina j. 

Le rayon de courbure Si est donc la projection sur la nor- 
male à Fenveloppe de la somme des deux côtés d'un angle 
droit, dont les directions sont celles de R et de — R', et dont 
les longueurs sont égales aux coefficients du cosinus et du 
sinus dans l'équation que nous venons d'écrire. 

Rectification. — On trouve l'équation suivante, dans la- 
quelle les variables sont séparées 



0" — 0*0 = r 



J^^ / r^ s\n"^' a da \ sin^-'acosarf/i 
^ ^\Ja I — sin'—'aj 1 — sin"-' a 



qui ne dépend que des quadratures. 
Cas particuliers. — Examinons les hypothèses suivantes : 
i« m = 0. Dans ce cas, on a les relations 

ds r , ^ 

de sma 

L'enveloppe est donc la développée de la courbe donnée. 
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2° m = I. Celle hypolhèse donne les équalions 

r = R sin a, de ==: de, a = consl. 

L'enveloppe esl donc la développée oblique de la courbe. 
3° m :::= 2. On oblienl les équalions 

r==Rsin*a, da = {i—' sina]é/e, 

^ = sin*a (— 2 ) Rcosa -f- R'sina l- 

LVsina / J 

Si Ton représenle par e^ el a, deux valeurs correspondantes 
de £ et de a, la deuxième des équations précédentes étant in- 
tégrée donne les deux relations 

e — eo — cot-f a] — cot-( aAj 

sin-(a — flo) 

•2 



'"K?~")''"K^~"') 



sin 



4*' m = 3. Celte hypolhèse donne les relations angulaires 

, da sin(a — a,) sin(a— «o) 

«6= —y e — eo= — ^ î e-—B^= a, 

cos'a cosacosag cosacosa» 

el les relations linéaires 

r = Rsin*a, ^ = sin'a ( -~ 3sinû|Rcosa4- R'sina); 

5*» m = — I . Dans ce cas, les relations angulaires sont , 
Sa correspondant à la valeur nulle de a, 

J sin^ada 

ae = ; — 5 g g -f. fl — tanga, Eo — c = tanga, 

cos'a D » • o * 

et les relations linéaires sont 

rsina = R, Jl= . , (Rcosa-h R'sin«). 

sm*a 
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II est inutile de poursuivre ces applications, qui ne pré- 
sentent aucune difficulté, et qui conduisent à des expressions 
d'une construction simple. 

§ II. — Des épictcloïdes et des hypocycloïdes. 

59. De Vépicycloïde. — On appelle ainsi la courbe engen- 
drée par un point de la circonférence d'un cercle roulant sur 
un autre cercle et extérieurement. 

Si Ton suppose que, dans le n" 56, la courbe directrice est. un 
cercle de rayon R, la courbe parallèle intérieure, dont le rayon 
de courbure sera Ri = R — N, deviendra un cercle concen- 
trique au premier. La courbe sera une épicycloïde décrite par 

le point A de la circonférence de cercle dont le rayon est - N, 

Fig. 13. 




roulant sur un cercle dont le rayon [fig. 12) est 0R„ le point 
décrivant A se trouvant en R à l'origine du mouvement. 
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Coordonnées tangentielles. — Elles sont données par les 
équations du n® 55 

\ r = Nsina, AM = Ncosa. 

Rayon de courbure. — Ce rayon est donné par Téquation 

{1) a = (R— -^-jcosa. 

Équation élémentaire. — Elle peut s'écrire sous Tune des 
deux formes suivantes 

Rectification. — L'intégrale de la première des équa- 
tions (3) donne 

/,v R* — RJ . R, T^-R-f-R» . R 4- Ri 

(4) (7= — ^ — ^smg-c, o' — N— j^ — sina, (7= —r^ — r. 

Quadrature. — La formule qu'on obtient pour exprimer la 
différentielle de l'aire balayée par le rayon tangentiel r est 

T R 

rfM = - :p- (R— R,)*sin»£irfa; 
si on l'intègre, on obtient la relation 

T R 

M = - p- (R — Ri)*(a — cosasina). 

Or, si l'on remarque que Si = Na, cette équation peut s'é- 
crire sous la forme suivante 

(5') .„ = «.N..-|^Ar. 

Il est facile de reconnaître que le rapport du rayon de cour- 
bure de la normale AM, que nous représentons par n, est 
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constant. Ainsi l'on a 



(5) 



n 



R 






De Vhypocyclolde. — C'est la courbe engendrée par un 
point de la circonférence d'un cercle roulant sur la conca- 
vité d'un autre cercle. 

Si l'on suppose [Jig. i3) que dans le n° 55 la courbe direc- 
trice est un cercle de rayon R, la courbe parallèle extérieure 



Fig. i3. 







\ 




sera un cercle concentrique de rayon R„ tel que R2 = N -+- R. 
Dans ce cas, la courbe enveloppe est une hypocycloïde décrite 
par le point Ai de la circonférence d'un cercle dont le rayon 

esi-N, ce cercle roulant sur la concavité du cercle dont le 

rayon est R,. Or, si on introduit les angles û,, e, comptés en 
sens inverse à partir des tangentes au cercle directeur au 
point D et au point R, qu'on appelle s^ l'arc de cercle de 

7 
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rayon Ra, et que dans l'hypocycloïde les grandeurs correspon- 
dant à celles que Ton a considérées dans Tépicycloïde soient 
représentées par les mêmes lettres affectées d'un indice aug- 
menté d'une unité, on aura les équations suivantes : 
Coordonnées tangentielles : a, ^rr ^i -^ e, 

s^ — R,e, r=(R, — R)«„ s — Rç, =:(R, — R)e„ Ra, = R, e., 
r, — (Ra — R)sina,, n, ~(R, — R)cosa,. 



Rajron de courbure. 



Rectification. 



^1 = —^û~^ cosa,. 

MX 



Rî— R^» . R, H-R 



0-1 — — g sma,, <T, — — g — r. 

Équation naturelle. 

d<Tx R*, — R* R 
rfi7==-R-^^^R/- 

Quadrature, 

2 j^' M, rz.(R, _R)5, — g__^R, r,. 

On voit que ce sont les mêmes formules que celles de Tépi- 
cycloïde dans lesquelles on aurait changé D, a, e, en — D„ 

— Uif — £i* 

Comparaison des épicycloWes, — Si Ton considère deux épi- 
cycloïdes engendrées par des cercles quelconques roulant sur 
des cercles quelconques, on voit que, dans ces deux épicy- 
cloïdes, les mêmes grandeurs géométriques correspondant à 
un même angle donné a seront dans un rapport constant, 
quel que soit cet angle a. 

Si le cercle générateur est le même, les coordonnées tan- 
gentielles, rayons tangentiels et normales correspondant au 
même angle auront même longueur. 

Déformation de Vépicyclotde, — Si Ton élimine a entre les 
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équations qui donnent ^ et ly lesquelles sont 

(7) R. <7=i:N(R4-R,}sina, R^rir N(R-h R,)cosa, 
on obtiendra Téquation résultante 

(8) Rî(T'-hR'^»=rN^(R+R,V. 

De là on déduit le théorème suivant : 

Théorème. — Si Von déueloppe Vépicyclotde sur la tangente 
à son sommet y le lieu des centres de courbure toprès le déve- 
loppement est une conique. 

On trouve ce théorème dans Riccati. 
Écrivons la valeur de n 

(9) n = Ncosa, 

et éliminons a entre cette équation et la première des équa- 
tions (7), on obtient l'équation 

RJ (7^-+- (R -f R.)/i'== N^(R 4- R,)^ 

On déduit le théorème suivant : 

Théorème. — Si on développe Vépicyclotde sur la tangente 
à son sommet, le lieu des pieds des normales N après le déve- 
loppement est une conique. 

60. Des développées successives de Vépicycloïde. — Nous 
conservons pour représenter les lignes qui caractérisent une 
développée quelconque les lettres qui désignent les gran- 
deurs correspondantes dans Tépicycloïde; mais, pour les dis- 
tinguer, nous les affectons de Taccent qui marque le rang de 
la développée. Or on a 

,. d(T ^ R^— Rî R. 

(0 _^^^__icoSj^e; 

donc, en opérant comme au n° 56, et en remarquant que 

7- 
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g' — — h 6, on aura 

2 

, ^ d(7' ^, R^~Bî R. R, , 

(^) 57^^-— r^R^^^R^- 

On conclut de là que la développée d'une épicycloïde est 
une épicycloïde décrite par un cercle dont le diamètre est 

:jr^ ( R — R, ), qui roule sur la convexité du cercle concentrique 

R* 

au cercle Ri, et ayant pour rayon -^ • Celte épicycloïde est 

tangente en son sommet au cercle Ri, et ce sommet coïncide 
avec le point de rebroussement de Tépicycloïde proposée. 

D'après cela, on voit que la n'*"* développée est donnée par 
Féquation élémentaire 

dtr^"^' n., ^ R'-Rî/RA" R. , , 

(^^ ^^^^^---IT^IrJ^^^r^^"^- 

C'est une épicycloïde donnée par un cercle dont le diamètre 
^J (R — R,), roulant sur un cercle concentrique au 

cercle Ri, et ayant pour rayon -—p -, elle est tangente en son 

R« 

sommet au cercle qui a pour rayon ^^~[' 

Relations entre les rayons de courbure des développées suc- 
cesswes. — Si Ton exprime e, e', e" en fonction de a, on aura 
les équations 

^' - Rf 

Si = 5 ~ COS«, 

MX 

(4) ; -ft':::. _ 51:Z1I ». siria, 

-„ R'-RÎ Rî 



Si l'on élimine a entre la première et chacune des deux 
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autres, on obtient 

R; Jl^-h R»a'^=(R»- Rî)« |i ; 

on obtient aussi 

R^^''-hRî^ = o. 

La première est l'équation d'une conique par rapport aux va- 
riables Si, ^' ; la seconde l'équation d'une droite par rapport 
aux variables Si, Si". 

§ III. — Des DÉVELOPPfiEs obliques de l'épigtgloïde. 

Coordonnées tangent ielies. — Soit p l'inclinaison du rayon 
de courbure inclinée p sur la tangente à l'épicycloïde, les coor- 
données tangenlielles seront, d'après le n^ 53, 

tL\ R -4- R, R, R* — RJ _ Ri . /Q 

' ' ^~ — R — ^^^r"^' P== — g— î-cos — esnip. 

Rayon de courbure t.. — Si l'on porte les valeurs de ^et de 
^' que nous venons de trouver dans la formule (3) du n"* 53, 
on obtient l'équation suivante : 



(6) 


V : 


R> 


-Rî 

K 


(cospcos 


R. 


R, 
R 


or, si 


l'on 


pose 




R,tangp = 


= Rtangt{;, 



on obtient la nouvelle expression de v 

{&) t=^^^-^{Rjsin»p + R'cos'P)^cos(4;-f-||eV 

Soit 7î l'angle que le rayon de courbure inclinée p fait avec 
l'axe fixe, on a yj == (3 4- e; conséquemment l'angle placé sous 
le signe cosinus devient 



I02 LIVRE I. — COURBES RAPPORTÉES À DIVERS SYS^MES, ETC. 

de là résulte ce théorème : 

Théorème. — La développée oblique sous l'angle (3 d'une 
épicyclotde est une épicyclotde. 

Si Ton veut rapporter cette épicycloYde à la tangente à son 
sommet et à deux cercles concentriques, M étant le rayon du 
cercle intérieur, L le rayon du cercle extérieur, on posera 
{•/il est Tangle du rayon tangentiel avec la tangente au sommet) 

(6") t>= f L— j-j cosy-yj,; 

ridentification de cette équation avec Téquation (6) donnera 

R. M 



if-h~-e=^ -r>î., Lz=v^R;sin»j3-f-R^cos^j3, 



R. 



M = ^5^ V^RJsin'P + R'cos'p. 

Les rayons des deux cercles M et L sont donc déterminés, et 
conséquemment le diamètre du cercle roulant sera 

R-R, ; 



R 



v'Rîsin'(3-i-R»cos»(3. 
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CHAPITRE IV. 

NOUVELLES COORDONNÉES TANGENTIELLES. SYSTÈME INVERSE 



§ I. — Formules générales. 

61. Définitions. — Supposons qu'une courbe mn soil don- 
née. Si par un point A de celle courbe on mène une tangente 
à celle courbe, et que l'on prenne sur celte tangente, à partir 
du point A et dans un sens convenu , une longueur variant 
d'après une loi donnée avec l'angle que fait la tangente au 
point A avec une tangente initiale au point A« menée à la même 
courbe, l'extrémité de cette longueur engendrera une courbe 
PQ, lorsque A prendra toutes les positions possibles sur la 
courbe mn, La courbe mn sera quelquefois appelée courbe des 
pôles, et la courbe PQ la courbe polaire. 

La longueur comptée sur la tangente à partir de son point 
de contact avec la courbe mn est le rayon tangentiel (40) r; il 
est positif ou négatif suivant qu'on le compte sur la tangente 
d'un côié ou de l'autre à partir du point A. 

L'angle qui fait la partie positive du rayon tangentiel en un 
point A de la courbe des pôles avec une direction fixe A^B, 
sera appelé angle polaire et constamment représenté par g. 

Un point quelconque du plan de la courbe mn sera déter- 
miné par des valeurs convenables de e et de r. Ces deux gran- 
deurs seront donc les coordonnées du point. 

Si l'on représenté par a l'arc de la courbe mn, compté à 

partir d'une origine fixe et par -j- =^'{e) l'équation élémen- 

laire de celte courbe, l'arc <t sera déterminé par la valeur de 
l'angle polaire e. 

L'équation élémentaire delà courbe des pôles étant donnée, 
l'équaiion de la courbe polaire, dans le nouveau système coor- 



T 
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donnée, sera une relation entre r et e : 

62. Équations différentielles de la courbe polaire (fig. i4)' 
-- Il est facile de voir que le présent système des coordonnées 

Fig. 14. 




est l'inverse du système dont nous nous sommes occupé dans 
le Chapitre III. Les équations différentielles de la courbe po- 
laire, par rapport à la courbe des pôles, seront les mêmes que 
celles que nous avons trouvées dans le n*» 46, dans lesquelles 
la courbe directrice se confond avec la courbe polaire que 
nous venons de définir; en conservant donc les mêmes con- 
ventions et les mêmes notations du n"" 46, nous transcrivons les 
formules (i) de ce numéro 

, , . rdg dr--d<T dir-^fj) 

(i) sina=-r' cosa:^ , co\ar=^- -: * 

^ ' ds ds rde 

dans lesquelles o- est compté en sens inverse, et Tangle a à 
partir de l'autre côté de la tangente à la courbe des pôles. 

Différentielle de l'arc de la courbe polaire. — Si Ton forme 
le carré des deux premières équations (i) et qu'on ajoute, on 
trouve l'équation 

M j.-^ p+ 4",-;- '-^] *= ["* (« - g)] A-. 
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r et 0- étant des fonctions de e; la différentielle ds se trouve 
exprimée en fonction de cette variable, et une intégration 
donnera la rectification de la courbe polaire. 

Tangente y sous-tangente. — La tangente T est le segment de 
la touchante à la courbe polaire, compris entre le point de 
contact et la perpendiculaire au rayon tangentiel menée par le 
pôle; la sous-tangente S^ est la projection de ce segment sur la 
perpendiculaire; on a pour l'expression de ces lignes 

i3) T = ~ -;7- . S/-^ rtanga ~ 



cosa ûf(r-t-o-) d[r-\-(j) 

Normale y sous-normale, — La longueur N de la normale à la 
courbe polaire est le segment déterminé sur la normale à la 
courbe polaire par la perpendiculaire au rayon tangentiel me- 
née par le pôle. La sous-normale S« est la projection de ce 
segment sur cette perpendiculaire. Les expressions de ces 
lignes sont 

fr\ 1VT '* ds ^ d(r-^(T) 

(4) N^-: — — — , Sn— rcota=:-^5 ' 

sina ae dz 

63. Rayon de courbure, — Dans le cas présent, la formule ( i ) 
du n'' &£ devient 

(5) de=-^de^da; 

divisant par ds, ot remplaçant les deux premiers termes par 
leurs valeurs, on a la relation 

,r. I sina da 



R r ds 

Remarquons que, d'après l'équation (4) du n*" 48, on a 

dr 
rcoia =-Sl-\- -j-: 

de 

or, si l'on différentie et qu'on élimine ds du second membre 
au moyen de la première des équations (i) du n® 62, on a la 



Io6 LIVRE 1. — COURBES RAPPORTÉES A DIVERS SYSTEMES, ETC. 

relation 

, , da sîn*rt d Vi ( ^ dr\'^ 

On aura donc cette première expression de la courbure de la 
courbe polaire 

si Ton élimine a entre cette équation et celle précédemment 
posée, on aura l'équation 



(6-) .= 



drW 



[-*{^-m 



dans laquelle le second membre s'exprime immédiatement en 
fonction de Tangle polaire e. 

Il est inutile de remarquer que, si la courbe des pôles se 
réduit à un point, alors on obtient le rayon de courbure d'une 
courbe en fonction des coordonnées polaires. ^ 

Différentielle de Vaire. — L'aire balayée par le rayon tan- 
gentiel a pour différentielle une des expressions calculées des 
n*^» 46 et 48. 

ISou^^elles formes de la courbure. — Si de i'équalion 

I sîn/7 da 

R~""T" ^ds 

on élimine ds au moyen de la deuxième des équations (i) du 
n® 62, on trouvera 

r^,„ I d(rs\na] s\ï\ad(i 



R rd[r-^(i) d{r-h(T) 
Or, en ayant égard à la troisième des équations (i), on trou- 
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vera les relations 

„ I A sin^fl rf(rsina) i ^ _ d(rs\x\a) 

' R~~r^ côsâ~~ rd{r-h trf R ~~ N' cosa "" rd{ r -f- a) ' 

2" L'équation (6) peut aussi s'écrire sous la forme suivante : 

coi^a dcoVa 



,a,^ }_ /; ii{dr-hd(T ), 

1 ) j^ — 



(i -hcoi'a) 



2 



il suffit d'éliminer de l'équation (6') ^ et de au moyen de 
la troisième et de la première des équations (i). On trouvera 
de même les expressions suivantes de la normale et de la tan- 
gente : 

s/i -h cot*« 



T — r , N=:: r^i -f-cot'a. 

cota 



§ II. — Des COURBES dont la tangente jouit d'une 

PROPRIÉTÉ DONNÉE. 

64. Problème I. — Étant donnée une courbe [fig* i5) --r- =:A, 
^ étant une fonction de e, on prend sur les différentes tan- 

Fig. i5. 




gentes, à partir des points de contact, des longueurs constantes 
égales à by lieu des extrémités de ces longueurs. 
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Tangente. — Les données sont 

(I) 5^ = ^'(^)' '•^*- 

La troisième des équations (i) du n"* 62 donne 
(2) fr = Atanga. 

Cette équation donne la tangente à la courbe polaire; elle 
montre que Thypoténuse du triangle rectangle, dont les deux 
côtés sont Jl et é, est la normale à cette courbe. 

Rayon de courbure, — Si Ton a égard aux équations précé- 
dentes, la formule (6') du n"" 63 devient 

, I _^ I sinacosa^' 

^ ^ Rcosa "" s; W~ 

Or sina cosa^' est la longueur que l*on obtient en projetant 
^ sur la direction de la normale à la courbe polaire, et cette 
projection sur la normale à la courbe des pôles; le dernier 
terme de Téquation précédente est donc l'inverse de la troi- 
sième proportionnelle à Jl et à cette projection. 

Soit [LC cette troisième proportionnelle comptée à partir du 
pôle jEx sur la normale à la courbe des pôles, ^i^i le double 
de son rayon de courbure» et /xRi la projection de la>projection 
du rayon de courbure R sur cette normale. L'équation précé- 
dente devient 

« 

(3') 



/ui^i ^R| /xc* 

Donc les quatre points |x, tR,, R,, c forment une proportion 
harmonique : ce qui donne la construction du rayon de cour- 
bure de la courbe polaire. 

Si Ton veut exprimer le rayon de courbure en fonction de 
l'angle polaire e, on fera usage de la formule (6") du n" 63, et 
on trouvera l'expression 






(4) R- 



2 V 3 
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Théorèmes résultants. — Soit N la normale à la courbe po- 
laire, on a N'— b^-\-Si}y et l'équation (7) du même numéro 
donne 

da ^'sina 



(5) 



ds'" N' ' 



si Ton se reporte aux théorèmes du n*» 50, on tire de celle 
équation la proposition suivante : Si V on faisait rouler sur la 
courbe polaire une courbe dont le rayon de courbure serait 
une troisième proportionnelle à^ et à la projection de S<! sur 
la normale à la polaire^ la droite^ déterminée dans le plan 
de la courbe roulante, de manière à être perpendiculaire ^ 
dans une position initiale, à la tangente de la courbe polaire, 
aurait pour enveloppe une développante de la courbe des pôles. 

On voit aussi qu'il en résulte ce théorème : Si, par le point 
de contact de la tangente à la courbe des pôles, on élève une 
normale, et que, la normale et la tangente formant un système 
rigide, la normale roule sans glisser sur la développée de la 
courbe des pôles, l'extrémité de la tangente engendrera la 
courbe que nous étudions. 

Il résulte encore de là cette troisième proposition : Un point 
A, pris dans le plan de ces deux droites, engendre une courbe 
de même espèce que la courbe étudiée. 

£n effets de ce point, abaissons une perpendiculaire à la nor- 
male; le pied de celle perpendiculaire engendrera, par rap- 
port à cette courbe parallèle, le lieu des extrémités des tan- 
gentes de longueur donnée. 

Quadrature. — L'une des formules du n® 46 donne 

du— b^dt; 
2 

d'où l'on tire l'équation 

(6) • u — Wo=~é^(e-- «o). 

Vaire balayée parle rayon tangentiel est égale à l'aire d'un 
secteur circulaire dont le rayon est b, et l'angle (e — e») : ce 
qui est conforme aux formules du n® 44. 
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Rectification. — La différentielle de l'arc est donnée par la 
formule 

(7) ds'=:^{r'-^êi.')de\ 

laquelle dépend de la nature de la fonction de e qui donne la 
valeur de ^. 

Équation élémentaire de la courbe. — Elle s'obtient en rem- 
plaçant dans l'équation précédente, ou bien dans l'équation 
qui donne le rayon de courbure, e par sa valeur en fonction 
de e; or on a la relation 

a =: arc I cot — -^-r~- |> 
et par suite 

(8) e =^ e -h arc fcot^ ^-^H ; 

e est donc connu en fonction de e. 

65. Problème IL — La courbe des pôles est donnée; trouver 
la polaire telle, que sa sous-normale soit constante. 

Coordonnées tangentielles. — Soit b la sous-normale {Jlg. 16); 

Fig 16. 




les données de la question sont 

dcr ^ , 

( I ) -3- = ,R, r =r 6 tanga. 
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La première donne la rectification de la courbe; car si on 
l'intègre, et que 0*0 soit la valeur de o- correspondant à la va- 
leur nulle de e, on trouve 

(2) <7 — <7,= j arfc. 

La troisième des équations (i) du n® 62 devient 
(3) d{r-h (T)^bde; 

or on obtient par intégration 

r — To-f- 0-— 0*0-- 6e, 

X* dr 

Slde, ^^(&— a). 

Les valeurs de o* et de r sont donc connues en fonction de e. 

La construciion de la tangente se déduit de la seconde des 
équations proposées. 

Rayon de courbure. — Si Ton différentie la deuxième des 
équations proposées, et qu'on ait égard à la deuxième des 
équations (i) du n<^ 62, laquelle devient, par suite de l'équa- 
tion (3) du présent numéro, 

bde=: dscosa, 
on trouve les relations 

rfa_cos^ . I b{b — êi) . 

On déduit de là la construciion suivante : Par l'extrémité 
du segment b — «^, menez une parallèle au rayon tangentiel, 
elle détermine sur N un segment tel que la troisième propor- 
tionnelle entre N et ce segment sera la longueur D, cette lon- 
gueur ayant son origine au point m pris sur la courbe polaire, 

La proportion harmonique détermine le centre de courbure, 
par une construction analogue à celle du numéro précédent. 

L'équation du rayon de courbure est, d'après la formule (6' ) 
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du n» 63, 

<^^ R=— -^-i;î-(*-^)' 

el d'après la formule (6") du même numéro. 



(6') ^ 



(r'-t-é')' 



Les différentielles de l'arc et de l'aire sont. données par les 
équations 



6) 



ds — de \/*'-+- ( rû4- be—j Ade) > 
I du=z-{ ro-h be— j êide) de, 



dans lesquelles les variables sont séparées. 

66. Problème III. — La courbe des pôles est donnée; trouver 
la polaire telle y que la sous-normale soit dans un rapport 
constant avec la somme du rayon tangent iel et de rare de la 
courbe des pôles. 

Coordonnées du point. — Les données de la question sont 

(1) Te=^' S„=.— ^-m(r-f-a;, 

m étant une constante. On déduit de ces équations les sui- 
vantes : 

(2) (7— o-„:=^ Ade, r-f-(T~{ro-l- o-ojE"*', 

E étant la base des logarithmes népériebs, r^ et Co les valeurs 
de r et de 0- qui correspondent à la valeur nulle de e. Ces 
équations donnent les coordonnées tangentielles en fonction 
de l'angle polaire e. 
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La construction de la normale est donnée par la seconde 
des équations proposées. 

Rayon de courbure. — Les équations (i) du n° 62 donnent 
les suivantes : 

l dscosa^=m{r -\- <j)dij tanguai — ; -, 

1 m(r-\-(j) 

(3) ^ 

/ ^(''.±._^' — " — X 

\ cosa sin« 

Si Ton dififérentie la seconde et que Ton divise le résultat 
par la première, on trouve les deux relations 

,,, da cos'/z , ^\ ' cosa , ^, 

^^' ds nX'[r-\-(Ty^ ' D JN^ ^ " 

et, par suite, Téquation du rayon de courbure prend Tune des 
deux formes suivantes : 

6 -rr = i ( m Q — a , 

,^,, 1 sin/i sin'arosa, 

6' '^= 1 5 [me --A), 

R r r' 

Les différentielles de Tare et de Taire sont : 



( 7 ) ds — dz^{ r„ -h (j,Y m'E"^ -f \{ro -f- 7^) E*' — / -^ de \ 

(S) JM:=:i j(r«-f-ao)E'-'— j Sideïde, 
dans lesquelles les variables sont séparées. 



§ IIL — Des développantes des courbes. 

07. Problème IV. — Étant donnée la courbe -r- r= Jl, trouver 

de 

ses développantes. 

8 
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Supposons qu'un fil attaché par son extrémité à l'origine de 
l'arc d'une courbe s'enroule sur cette courbe dans le sens 
des arcs positifs, sa longueur étant fr, l'extrémité de ce fil 
engendre la développante. Les données de la question seront 
donc 

(l — :r--^, r ^d-^b. 

de 

On déduit de ces équations les coordonnées de la dévelop- 
pante dans le nouveau système tangenliel; ces coordonnées 
sont 

(2) (7--/ éide, ;---&—/ Jlrfg. 

Jo Jo 

On déduit des équations (i) du n° 62 les suivantes : 
( 3 ) cosa r o, r ^ R - - N, e r- — f- e ; 

2 

les propositions suivantes en dérivent : 

I** La développante est normale au rayon tangentiel; 

2® La normale à cette courbcy le rayon tangentiel et le rayon 
de courbure se confondent en une seule et même ligne droite. 

La rectification et la quadrature de la développante sont 
données par les deux équations 

(4) s--.be— I de I Jlc/e, w -r i / (b—f Adejde. 

Jo Jo '^Jo \ Jo / 

L'équation élémentaire de la développante est 



e 



(5) $-^ft~r ^^de. 

68. Problème V. — Trouver les développantes d'un ordre 
quelconque. 

Si l'on prend la développante de la développante d'une 
courbe, on aura la développante du second ordre de celte 



CHAPITRE lY. — NOUVELLES COORDONNÉES, ETC. 



Il5 



courbe. Si Ton prend la développante de la développante de 
Tordre n — i, on aura la développante de Tordre n. 

Dans ce qui va suivre, nous conserverons, pour représenter 
les lignes qui caractérisent une développante d'un ordre quel- 
conque, les lettres qui désignent les grandeurs correspon- 
dantes dans la courbe proposée ; mais, pour les distinguer, 
nous les affecterons de Tindice qui marque le rang de la déve- 
loppante. 

D'après cela, nous aurons les équations suivantes : 



TT 






On déduit de ces équations les coordonnées des dévelop- 
pantes successives dans le système tangentiel inverse, l'expo- 
sant affectant le signe / indiquant une intégration multiple 
marquée par le nombre d'unités contenues dans cet expo- 
sant : 



M 






0-i= — 



(Ta — 



Side] 4- bsy 






6,e -h - 6e'; 

2 



Si^dt -f- b, 



:^,=i: Il aJe J ^bx — b 



e, 



Si 



3 — 



l I arfej -hbi — bit-h-bi^; 



Si l'on pose, pour abréger. 



.2 2 



1*2*0» • > fw 



6,£- = F.(e), 
8. 
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les coordonnées de la développante de Tordre n -h i seront 

( ^') ; 

r„=: Jl „+, = (— i) 



ViH-l 



rF„(6)-i-( Tc^rfeV^'l^én; 



l'équation élémentaire de la développante (n -h i) sera donc 



dO'n+l 
dZn+X 



ft„-4-(-l)«-*- 






Les coordonnées rectangles de la développante de Tordre 
(/1-+-I) s'obtiennent de la manière suivante. Concevons la 
ligne polygonale formée par la suite des rayons de courbure, 
depuis ^1 jusqu'à ifl„+i, et projetons cette ligne polygonale sur 
deux axes dont l'un coïnciderait avec l'axe des X, et dont 
l'autre serait la normale à l'origine à la courbe proposée. Si 
Xy y sont les coordonnées du point pris sur la courbe et ^Th+i, 
yn^\ les coordonnées correspondantes de la développante 
(n -h i)'*'"', on aura les équations 



n 



(4) oTn^., — ^r^\ ^+, sine*, j„+, ~7~A JIa+, cose*, 

o o 

le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs de A*, depuis o jus- 
qu'à n ; or on a les relations 

sinen =^ sin ( — i- £„_, ) — cose«-i, 

cose» = cos ( — h £«_, j = — Sine,,-, ; 

les deux équations (4) s'écriront donc sous l'une des deux 
formes suivantes, suivant que les développements seront 



r 
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d'ordre pair ou impair : 

H' «' 

XJ./+. — X -- sin e\ ( - i )^d\,t^^ — coseN {— i fSi,à , 
(4') ' 



o 



Jin'+i — r ~ coseN (— 1)*^,*+, H- sine\ {— i)*a,*; 

o I 

n' H» 

X2t/ — r - — sin eN (— i)*.îR.ri_, ~ coseN (— i)*<Jîl2*, 

(4") ' 

— coseN (— i)*^R.,i_, H- sineN (— i)*Jlai. 



r*-' — r 



Or, dans ces formules, les valeurs de o: et j sont données 
par les valeurs 



(5) x = 



— 1 ^coserfe, X 'I «^sinerfe; 

«/o •/o 

les coordonnées x^i^ y^^i sont donc exprimées en fonction 
d'une seule variable e. 

69. Applications des formules précédentes. — Développantes 

du cercle -=- z= m. 
de 

Développante première. — Coordonnées dans le système 

tangentieL — Elles sont données par les équations 

( I ) r rrr 6 — me, fj rr.-- mt. 

Équation élémentaire. 

Rectification. — Elle est donnée par l'intégrale de cette der- 
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nière équation. Cette intégrale est 

(3) (Ti - be m g'. 

2 

Quadrature. — Elle dépend de l'équation 

^^^ a = --g^[(6~me)^-6»]. 

Coordonnées rectangles. — Elles dépendent des deux équa- 
tions 

,^. { Xi = (b — mt)sine— mcosEf 

( /i — o:={o — me) cose 4- m sin e. 

Développante seconde du cercle. — Coordonnées dans le 
système tangentiel. — Les équations de ce système sont 

(6) Ti = ,R, :=n 6i — 6e -t- - me% o-i--6e me*. 

2 2 

Rectification. — Elle est donnée par l'équation 

(7) o",--=6,e 6e' -h ^ we\ 

2 o 

Quadrature. — Elle dépend de l'équation suivante : 

(8) a,zzii6je — 66,6M-4(fr'-^6|m)e*— y6me*-f- — m'e». 

2 ' 3 4 20 

Coordonnées rectangles. — Enfin les coordonnées rectangles 
sont 

^ , j j:3--^-~^i sine -f-^acose, 

(9) î 

\ ^j -_ j zm: ^, cose — ^1 sine. 

( x^:^ m sine, 
(10) 

( ^m — m cose -f- m. 

Il est inutile de multiplier les applications qui ne présentent 
aucune difficulté. 
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§ IV. — Des dêyeloppàntes obliques. 

70. Problème VI. — Étant donnée la courbe -r- zn- ^, trouver 

ae 

ses développantes obliques sous l'angle a. 

Équations tangentielles de la développante. — Les données 
sont : 

(i) -j- ^ ^, ûr-consl. 

at 

Les équations (i) du n"* 62 donnent, dans le cas actuel, les 
relations 

dr 

{2) de^=:de, rr^Rsina, -; rcota-f-èRr o. 

de 

Intégrant l'équation élémentaire de la courbe des pôles, ainsi 
que réquation différentielle précédente, on obtient les coor- 
données 



(3) 



— / ^rfe, r: £•'"*•( r.— I âiE- '''''" de \. 

*' o \ t. o y 



Tangentes à la développante oblique. — Les équations pré- 
cédentes font connaître r correspondant à un point quelconque 
de la courbe des pôles. La droite faisant un angle a avec r et 
passant par l'extrémité de catte ligne est la tangente à la déve- 
loppante oblique sous l'angle a. 

Rayon de courbure à la développante oblique. — La projec- 
lion du rayon de courbure sur le rayon langentiel est égale a 
ce rayon. Donc les différentes développantes obliques pas- 
sant par un même point ont en ce point des centres de cour- 
bure situés sur la normale au point correspondant de la ligne 
des pôles. 

Rayon de courbure de la développée de la développante 
oblique. — L'équation différentielle en r peut s'écrire sous la 

forme 

^r:_Rcosa — R'sina. 
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Donc la perpendiculaire [Jig. 17) au rayon de courbure 
d'une courbe, menée par le centre de courbure, rencontre la 



Fig. 17. 




normale à la développée de la développante oblique de celle 
courbe, au centre de courbure de celle développée. De plus 
ce centre de courbure esl situé sur la ligne symétrique du 
rayon langenliel par rapport au rayon de courbure de la déve- 
loppante oblique. 

Rectification de la développante. — La deuxième des équa- 
tions (i) du n<» 62 s'intègre immédiatement, et Ton obtient la 
relation 



(5) 



r— r„ -i- ((7 — <7u)=: çosa[s — 5o). 



Soit (y?^. 18) BoB l'arc (o- -- <7o), CoC l'arc s — s^y BoCo égal 



FiiT. 18. 




à r», BC égal à r. Si nous développons l'arc C»C sur la tangente 
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au point C*, de sorte que CoCi égale cet arc, et qu*on achève le 
parallélogramme ACo Cl Ai et le rectangle Ai DECi par la con- 
dition que A, Cl soit égal à r, on a 

ACo — BoCo — r — To = AB, ; 

par la nature de la figure, on a 

ACo=.DE, donc AD=rCoE; 

conséquemment 

ABo -h BoD-^ (5 — So)cosa, 
donc 

Ppl) -+.(/• — To) = (5 — 5o)cosrt; 
donc 

BoD = (o- — Co). 

De là on déduit la construction suivante : 

Construction. — Développez l'arc (a — o"o) *w ^^ tangente 
à l'origine; à la suite de cet arc développé portez une Ion- 
gueur égale à r; à l'extrémité de cette longueur élevez une 
perpendiculaire^ et de l'extrémité de r» menez une oblique 
sous r angle a : la perpendiculaire déterminera sur cette oblique 
une longueur égale as — s^, arc de la développante oblique» 

L*arc s s'exprime analytiquement en fonction de e. En effet, 
si les origines des ^rcs 5 et c correspondent à la valeur nulle 
de e, on aura 

{^) scosa~~-r,-^ I Jlc^e -h E'^^^'/'n — / JlE-'^-^^-rfej. 

Il suffit donc que la courbe 0- soit rectifiable pour que sa 
développante oblique le soit. 

71. Application. — Développantes obliques du cercle sous 
l'angle a. — Soit m le rayon du cercle, son équation élémen- 
taire sera 
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La seconde des équations (2) du numéro précédent devient 

(2) rcoia -f- /w - o, 

«6 

dont l'intégrale^ en représentant par 60 cota la constante intro- 
duite par l'intégration, prend la forme 

(3) rcoiar- m -4- E^'-'a >'*»*"; 

on a donc, par suite de la première des équations (2) du nu- 
méro précédent, la relation 

,,, ds r m i7(t-s)coiii 

4 -7-"^ — — ' ' 

as sina ces a cosa 

qui est l'équation élémentaire de la développante oblique du 
cercle. 

De là résulte que, si l'on intègre l'équation (i) et qu'on 
représente par Co la constante introduite par l'intégration, 
l'équation 

(5) 0- — o-^r- me 

et l'équation (3) donneront les deux coordonnées tangentielles 
de la développante oblique du cercle. 

On obtient la rectification de cette développante en inté- 
grant l'équation (4); or, si l'on représente par j« la constante 
introduite par l'intégration, on trouve l'équation 

(6) (5— -^ojcosa — me -4- tangaE('-'«>«****. . 

Coordonnées cartésiennes de la développante oblique. — 
Pour abréger, écrivons l'équation (4) sous la forme suivante : 

(4') g— ^/'E-, 

Si l'on remarque que l'on a les relations 

dx dr 

-— -zzzcose, -r =::sine, 

as ds 
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et qu'on ait égard à la valeur de ds donnée par Téquation (4)> 
on obtiendra deux équations différentielles qui donneront dx 
et dy en fonction de e. Si Ton intègre ces deux équations et 
qu'on représente par x^^y^ les constantes introduites par Tin- 
tégration, on trouve les deux relations 

t x — x^— -"j-— • n sin e -f- 1 V ^" + >: I cose, 

(7) 

j — j. H j—- :-— ncose 



(f ^'- - i 

\k h) 



Il résulte de là que, si Ton représente par p la distance d'un 
point de la courbe à un point dont les coordonnées sont x^y /,, 
et par l'angle que p fait avec l'axe fixe que l'on obtient en 
égalant à zéro le premier membre de la seconde des équa- 
tions (7), on a les deux équations suivantes : 



n-')p'-(f^"-^'^»-"'' 



k 



[i) 

J ^ (/?E*' -4- n) cose -^n/r sine 

( ^ ^ (/>£*•-+- n) sine — n/r cose' 

lesquelles font connaître les coordonnées polaires d'un point 
quelconque de la courbe en fonction de la variable e. 

On aurait l'équation de la courbe dans ce système de coor- 
données, en prenant la valeur de e en fonction de p dans la 
première équation, ce qui est possible, et en la portant à la 
place de e dans la seconde. 

72. Problème VII. — Trouver les développantes obliques suc- 
cessives d'une courbe -y 1^ A. 

de 

Si l'on prend la développante oblique de la développante 
oblique d'une courbe, on a la développante oblique du second 
ordre de celte courbe. Généralement, si l'on prend la déve- 
loppante oblique de la développante oblique de l'ordre n — i 
d'une courbe, on a la développante oblique de l'ordre n de 
cette courbe. 
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Nous convenons de représenter par ^, r« le rayon de cour- 
bure et le rayon de courbure oblique sous Tangle a de la 
développante oblique a. d'une courbe o-, dont le rayon de 
courbure est ^; par ^«p, r«p le rayon de courbure et le rayon 
de courbure oblique de la développante oblique <7«p9 sous 
l'angle (3, de la courbe a-.» et ainsi de suite. 

Développantes obliques du second ordre. — On a les for- 
mules 

dr 
1 /« :<:R«sina, -p — r.cola H- ^ rz:= o; 

( I ) ' ^ 

( r«^ -^«iiSinj3, -^ — raftCOtû -h -^- =o. 

Ovy si l'on ajoute les deux équations différentielles, après 
avoir multiplié la première par Tindéterminée X, on aura 
réquation 



(^) 



de " ~ 



— (Xcoia : — I Ta — col5r«ft -hX^ — o. 

\ sina/ ^ ^ 



Cette équation rentrera dans la première §i Ton pose la con- 
dition suivante 

(3) Xcota — -^^ — >cot(3 ou bien X - -r ^^""^ 



sina sin (j3 — «) 

et réquation (2) devient 

(2') lL\^^lL£«L)_cot(3(Xr,-+-rap)+X,R = o. 

Il suffit de poser 

X/'a-f-r„^— -Xr^ 

pour transformer réquation précédente en la suivante : 
(4) -^-coi^r^^-^r :o, 
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qui est l'équation différentielle d'une développante oblique du 

premier ordre sous l'angle p de la courbe -7- = ^. 

Si l'on remplace X par sa valeur dans la relation précédente, 
on a la relation 

^ ^ sin(3 "■ sin(a - P) "^ sin((3 - a) ~" *^* 

De cette expression nous tirons les propositions suivantes : 

Le rayon tangentiel de la développante seconde oblique de 
la courbe a sous l'angle a et sous l'angle p, compté sur la tan- 
gente à la courbe c., est une fonction linéaire des rayons 
tangentiels des développantes obliques du premier ordre de la 
courbe o", la première étant prise sous l'angle a, et la seconde 
sous l'angle (3, ces deux rayons étant comptés sur la tangente 
à la courbe o*. 

Si l'on prenait la développante oblique sous l'angle a de la 

développante oblique sous l'angle (3 de la courbe -r- = ^, on 

trouverait 

(6^ ^^ z=i ^^ i 'y 05 

^ ^ sina sin(a~P) sin((3 — a)~ ^' 

On en tire les conséquences suivantes : 

I** Le rayon de courbure ^p étant une fonction symétrique 
par rapport à a et (3, cette fonction ne change pas quand on 
change a en p, et réciproquement; donc on a la relation 

(7), c4l,pzr^%,. 

Donc 51 Von prend deux développantes obliques d'une 
courbe, la première sous l'angle « et la seconde sous l'angle j3, 
le lieu des intersections des tangentes en des points corres- 
pondants de ces deux développantes sera la développante 
oblique sous V angle ^de la première, et la développante 
oblique sous l'angle oc de la seconde. 
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7!^ Les relations précédentes peuvent s'écrire sous la forme 



{6'J 



''»? ._ ''?» ''p 



sin(3 sina sin{a — j3) 



Donc la différence des rayons tangentiels rp et r. de deux 
développantes obliques du premier ordre sous l'angle a et p, 
et les deux rayons tangentiels du second ordre correspondants y 
r«p, rp«, forment un triangle, les angles opposés à ces côtés 
étant Cf. — ^9 ^ et a, ou des suppléments de ces angles. 

3° Ce triangle étant déterminé quand on connaît trois de 
ses éléments parmi lesquels un côté, on déduit cette propo- 
sition : 

Une développante oblique du second ordre relative à deux 
angles se trouve déterminée quand on connaît deux déi/elop- 
pantes obliques du premier ordre relatives chacune à chacun 
de ces angles; et réciproquement. 

Cette détermination, au point de vue géométrique» donne 
la construction facile d'un point de la courbe, de sa tangente, 
de son rayon de courbure; et, au point de vue analytique, elle 
donne les formules les plus simples et les plus symétriques, 
représentant les intégrales des équations différentielles simul- 
tanées, qui se rapportent à la question des développantes 
obliques du second ordre. En effet ces intégrales sont, d'après 
le n'^TO, E étant la base des logarithmes népériens 



sm((i-a) V Jo / 



Coordonnées tangentielles. — Si aux dernières formules on 
joint les valeurs de CaCosa, (jpCos(3 obtenues par la dernière 
formule du n° 70, au moyen du changement de s en o-« ou o-p, 
et de a en <x ou p, on aura les coordonnées tangentielles de la 
développante oblique seconde rapportée soit à la dévelop- 
pante oblique première sous l'angle <x, soit à la développante 
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oblique première sous l'angle (3. La valeur de r^^ fait connaître 
le rayon de courbure de celle développante oblique seconde. 
Rectification de la développante oblique seconde, — On 
obtiendra comme au n"* Si les équations 

c — (o") "" r«~(ra)H-rc7« — ((7,)jC0Sa, 

Cr. — ((7a) - - Ta^ — (Ta?) "+- [Ca? ^ [t^^]] COS (3, 

' ']ff -fer) i.[aa^-(a.^)]sin(aH-(3) 

( — [^«?— («^a? ] sin a sin (3 4- {oa%— (<Xa?)] cos p cosa, 

desquelles on déduit la construction suivante : 

Développez l'arc o* — (o*) sur la tangente à l'origine de l'arc, 
et portez à la suite le rayon r.; à l'extrémité de{r^) menez une 
oblique formant avec cette ligne un angle a, et à l'extrémité 
de r« une perpendiculaire jusqu'à la rencontre de l'oblique; 
à la suite de la longueur interceptée, portez un rayon égal 
à r^^'y à l'extrémité de ( r^^), menez une oblique sous V angle j3, 
et à V extrémité de r«p, élevez une perpendieulaire, elle, inter- 
cepte sur cette oblique la longueur c.^ — («Xap). 

Dans cette construction, la longueur o-.^— -((J«p) est indé- 
pendante de Tordre dans lequel on fait intervenir les angles a, 
(3, pourvu que les rayons obliques des développantes obliques 
qui servent à cette construction satisfassent à la relation que 
nous avons précédemment établie 



sina sin(a — (3) * sin(p — a) 

L'arc <7a? — (c'a?) s'exprimerait analytiquement au moyen de 
la formule 

(9) ^«? — ( ^«?; - / ^a? dt n^ -ji-- / r.? rfs, 

dans laquelle on remplacerait r«p par sa valeur donnée par 
Véquation (Ç^") en fonction de e. 

Généralement la formule (5) qui donne la valeur de R, 
dans le n* 54 devient, par Tiniroduction de la notation nou- 
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velle, 

(lo) ^ap = sinasin(3a"4-sin(a-i-(3)^'-+-cosacos(3a. 

Donc, si deux développantes obliques secondes, l'une sous 
les angles a, (3, l'autre sous les angles (3 et a, ont un point 
commun, et en ce point une tangente commune, elles coïnci- 
deront dans toute leur étendue. 

73. Développantes obliques du troisième ordre et des ordres 
supérieurs. — On déduil facilement de ce qui précède les 
théorèmes suivants {fig. 19) : 




\^ Si Von prend trois développantes obliques d'une courbe 
déterminée, sous les angles a, (3, y, les lieux des intersections 
des tangentes prises deux à deux en des points correspond 
dants seront trois développantes obliques secondes o"»?, o'pt* ^t«» 
les tangentes en des points correspondants à ces trois dévelop- 
pantes concourront en un même point, et le lieu de leurs 
intersections sera une développante troisième de la courbe 
proposée sous les angles oc, ^, y. 

Ce liiéorème résulte de ce que la développante troisième est 
unique pour une seule et même détermination des trois con- 
stantes de rintégrale de l'équation différentielle du troisième 
ordre de cette courbe. On peut aussi le démontrer géométri- 
quement; en effet, dans la /tg. 19, la ligne horizontale est la 
tangente à la courbe 0-, coupée sous les angles a, (3, y par les 
tangentes aux points correspondants des trois développantes 
obliques o-«, 7^, a^ ; la droite qui forme avec les deux premières, 
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en iear point d'intersection, des angles égaux à (3 et à a egl 
la langente à la développante oblique seconde o-«^ ; on trouve 
de la même manière les tangentes aux développantes obliques 
secondes o-p^» o-f.; or, en remarquant que les intersections des 
tangentes aux points correspondants des développantes du se- 
cond ordre doivent se trouver à la fois sur deux tangentes et 
sur le cercle passant par les trois points correspondants des 
trois développantes du second ordre, comme cela résulte de 
l'évaluation des angles, il faut que ces trois intersections se 
confondent en une seule. 
2" Généralement, si Von prend n développantes obliques du 

premier ordre sous des angles différents, on aura — dé- 
veloppantes obliques du second ordre, — ^^^ déve- 
loppantes obliques du troisième, et ainsi de suite; enfin une 
développante oblique de V ordre n. Donc les tangentes, en des 
points correspondants, aux n développantes obliques de l'ordre 
n ~ 1 concourront en un même point, et le lieu de ces inter^ 
sections sera la développante de l'ordre /»• 

3° L'expression analytique des trois rayons tangentiels de 
la développante oblique du troisième ordre sera donnée par 
les relations 



(0 






___r^__ r^. — Ta, _ rp^, _ r^g — r^p 
siny sin(y-— a) sina sin(a — (3) 

sin|3 ~~ sin(P — y)' 



(2) 



sina sînS 

^•^ï "" ''" sin(a-P)sin(a — y) "^ ''^sin((3 — a) sin(^ — y) 

siny 



^ sin{y — a)sin(y — (3) 



On trouvera, de même, pour la développante oblique du 
quatrième ordre sous les angles a, |3, y, d 

*^^ sind sina sin(3 siny' 

9 



, (5) 
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ûi __ TaSin'a 

*^^ ~~ sin(a — P)sin(a — y)sin(a — ô) 

r psin^P 

sin((3 -a)sin(l3 — y)sin(i3~^^ô) 

Ty sin*y 
sin(y — a)sin(y — j3)sin(y — <î) 

r^sin'd 
sinTâ"— ajsinCd'^rsinCô"^) ' 

en général, pour une développante de Tordre n, 

^ _\ raSin"-^a 

(b) «^(-P"*J-2lisin(a-(3)sin(a-yj...sin(a-/r)' 

le signeN s'étendanl à tous les angles a, j3, . . ., Ar. 

4* La construction pour obtenir Tare de développante 
oblique du deuxième ordre s'applique à la rectification de 
Tare de la développante oblique de Tordre n : il suffît d'opérer 
sur les rayons tangentiels r.py et les suivants, comme on a 
opéré sur r« et r«p; le segment intercepté sur la dernière 
oblique par la dernière perpendiculaire exprime Tare déve- 
loppé en ligne droite de la développante oblique de Tordre n. 

Cette construction est indépendante de Tordre dans lequel 
on fait intervenir les angles et les rayons tangentiels corres- 
pondants, pourvu que ces rayons tangenliels satisfassent aux 
relations qui les lient entre eux dans chaque combinaison par- 
ticulière. 

5® Analytiquemenl, un arc de développante oblique de 
Tordre n se déduit du rayon de courbure de cette développante 
dont nous avons donné l'expression générale. 

6** Si deux développantes obliques de Tordre n ont été ob- 
tenues de différentes manières, et qu'fen un point d'intersec- 
tion elles ont un contact de Tordre n — i, elles seront iden- 
tiques et se confondront en une seule et même courbe. 

Coordonnées rectangles. — Concevons la ligne polygonale 
formée par la suite des rayons tangentiels depuis le rayon de 
la première développante r, jusqu'à r„ de la développante de 



t 
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Tordre n, a, ai,... y a«-i étant les angles relatifs à ces dévelop- 
pantes, et projetons cette ligne polygonale sur deux axes qui 
coïncideraient avec la tangente et la normale à l'origine de la 
courbe donnée, x, y étant les coordonnées du point pris sur 
la courbe, et jr«, 7-. les coordonnées correspondant à l'extré- 
mité du rayon r« ; on aura les deux équations 

i X, — a: -— r, cose -h r, coseï -+-...-+- r,cos€»_,, 
I j, — j" ^^ r, sine -f- r, sin e» -*-..-+- r, sin€j,-i ; 

ou bien, d'une manière symbolique, 

n n 

^« — ^—7 Ticose*-,, /,— 7 — \ risinei-,, 
I I 

avec les relations 



n — I 



e* = e -h \ oik* 



Or, dans ces formules, jt, y sont connues en fonction de €, 
n^ 77. Les coordonnées ar«, /•« seront donc exprimées en fonc- 
tion d'une seule variable. 

§ V. — Des lignes dont la courbure jouit d'une propriété 

CONNUE. 

7fc. Problème VIII. — Étant données l'équation naturelle 

d(T ds -j^ 

j-zzzâide la courbe des pôles, et l'équation naturelle 3^ =" ^ 

de la courbe, trouver l'équation de celle-ci entre les deux 
i variables r et e. 

Remarquons que l'on a, en conservant les notations du 
n*'61, les relations 

e — û -H e, 
(1) { cose=^ cosacose — sinasine, 

sine= sinacose -f- ces a sine. 
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Si l'on élimine cosa et sina de ces équations au moyen des 
relations ( i) du n^ 61, on aura les formules 

J ds cas e — ddcose — rf(rcose), 
f ds sine — ûfo'Sine = rf(rsine}, 

et conséquemment 

( rcose— /Rcos^rfe — /^coserfe, 
I rsin£=:/Rsinerfe— /^sinerfe, 

lesquelles ne dépendent que des quadratures. On en déduit 
les nouvelles formules 

fRs\t\edé> — f^sintdt 

tange= "^ ^ -^ j-j 

^ jRcosede — jê\.costde 

'^^ ^ r^i:r (/Rsinerfe— /^sinerfe)» 

-i-{/Rcoserfe — /^coserfe)'. 

Distance des centres de courbure, — Soient A le point où le 
rayon langentiel touche la courbe a, B le point où il coupe 
la courbe f , I et J les centres de courbure correspondants, 
on a, suivant que l'on projette le périmètre du quadrilatère 
AIJB sur AI ou sur AB, les relations 

* IJ c(ts JIA — R cosa — ^, 

IJ sin JIA = R sin a — r, 

desquelles on déduit 

„. Rsina — r 

tang JIA r=: ) 

° Rcosa — ^ 

ïj'— (Rcosa — ^ )*-+-( Rsino— r)'. 

Or on a, avec la première des équations (4)> la relation 

a = e — €, 

et par conséquent a est une fonction de e ; les deux seconds 
membres des deux équations précédentes sont donc deux 
fonctions de la variable e, ce qui résout complètement la ques- 
tion. 
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Remarques. — i*Si l'on voulait exprimer les mêmes incon- 
nues du problème en fonction de a, il suffirait d'exprimer e 
et e en fonction de a au moyen de la première des équa- 
tions (4) et de la relation e = a + e. 

a* Il sera donc possible, lorsque les équations élémentaires 
de deux courbes o- et 5 seront connues, de rapporter la seconde 
à la première considérée 'comme lieu des pôles, et Ton aura 
les coordonnées tangentielles de cette courbe s dans le système 
employé dans le Chapitre actuel ; et, réciproquement, de rap- 
porter la courbe a à la courbe s dans le système tangentiel du 
Chapitre précédent. 

Ces formules font connaître ^ et r en fonction de e, ce qui 
est la solution complète dti problème. 

Si les deux courbes sont deux cercles, l'un de rayon c et 
l'autre de rayon b, qu'on représente par m l'une des deux 
constantes d'intégration, et qu'on choisisse l'axe de manière 
que l'autre constante s'annule, la première équation (4) de- 
vient 

,^. sine ftcose — ccose 

5) — — . , 

cose 6sme — csme -T- m 



de laquelle on déduit 



e — e 



(c — msineX 
cos = . j ; 



on obtient donc l'expression suivante du rayon vecteur 
(6) r^z=[hs\ne — csine -h /ii)'4- (ccose — 6sine)\ 

La question peut être traitée géométriquement. 

Les deux courbes (Jig. 10) sont deux cercles de rayons Si. 
ei R, la ligne OiXi étant la tangente au cercle B. parallèle à la 
ligne des centres (IF); soit ô la distance des centres; on a, 
en conservant les notations précédentes, les équations 

IL — X = rcose = Rsine — ^sme-f-â, 
Y — ^=rsine=:r — Rcose -f-^cose. 



l34 LITRE 1. — COURBES RAPPORTÉES A BITERS STSTKMBS, ETC. 

On déduit de ces deux formules les deux suivantes : 

^ — R cosa 4- S sin e, 
r— Rsinû -h dcose. 

La première donne a en fonction de e, et conséquemment la 
seconde devient 



r^râcose -h 



/ /a— ôsine\^ 



Fig. 20. 




75. Problème IX. — Étant donnée l'équation de lu courbe 
des pôles -7- == ,R, ainsi que l'équation différentielle d'une 
courbe entre les variables s et e de la forme 



(«) 



m_i5 -h m,*'-f- mas"-f-. . .-h m»5('*^=F(6), 



dans laquelle m^i, mi, ma, . . ., mn sont des constantes, déter- 
miner cette seconde courbe, sous forme finie, en la rapportant 
aux coordonnées r et s. 

Lorsque Téquation différentielle (i) aura été intégrée, la 
question sera ramenée au problème précédent; mais le calcul 
peut être conduit de la manière suivante, qui dispense de plu- 
sieurs intégrations. 

Si, dans la formule (3) du numéro précédent, on pose, pour 



CHAPITRE l?. — KOtVBLLES COORDOKISÉES, ETC. 1 35 

abréger, 

(2) x = rcosÊ-t-/^cos£rfe, >-= rsine+/^sinerfe, 

on obtiendra, par une suîle d'inlégralions par parties, les deux 
catégories de formules 

a:= l -j-coserfe, 
jc—zsQOse-^-fsslnedey 



X 



ds . rd's . , 



ds . d 

-r-smc-f 



^,cose-J ^,<^osede. 



de ' dé^ 

^^^ ds d's d's . ^ r^'*cînP//#> 



cose 



/d*s , Irn: \ , 

^• = 5 sine — f s cose de j 

ds rd^s j 

^= — -7- cose -h I -T^coseae, 



Cela posé, si à partir de la seconde formule de chacune de 
ces deux catégories on considère successivement les équa- 



sine 
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tiens qui contiennent cos^ sous le signe intégral , qu'on les 
multiplie respectivement par 



et qu'on ajoute, on aura une relation qui, par suite de Téqua- 
tion dififérentielle proposée, ne contiendra que l'intégrale 
fF{e)cosedey et en opérant d'une manière analogue par rap- 
port aux équations qui contiennent sine sous le signe intégral» 
on aura une seconde relation qui ne dépendra que de Tinté* 
grale/F(e)sinede, de sorte que, si l'on représente par MetN 
deux constantes et par X, Y deux fonctions linéaires de s et de 
ses dérivées, dont la composition est évidente, on aura les 
deux relations 



Ma; -h Nj = X cose 4- Y sine -h /F(e) coserfe, 
Mx — l!ix = Xsine — Ycose-t-fF{e)s\nede; 



or, puisque l'intégrale de l'équation (i) qui est linéaire est 
connue, X et Y sont fonctions de e; donc, si l'on pose 

N Y 

|g = tangeo, -^^ tangA, 

et qu'on remplace a; et j par leurs valeurs, on aura les deux 
nouvelles relations 

i s^M^-r- N"' [rcos(e — £o) -f-/^cos(e — e.)rfe] 

\ rzr (^X> -+- YOcos(e — X) ■^f¥{e)cosede, 

(6) ( 



V^M^-T- N^[rsin(e — e,) -h fSis\n{e — t,)de] 
= {^X^TY')s\n{e-~'k)-^'f¥{e)s\nede, 

lesquelles font connaître s et r en fonction de e, ce qui est la 
solution du problème. 
Remarque /. — Si la courbe des pôles se réduit à un point. 
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â devient nul, et l'on obtient les deux équations suivantes : 



-^ 2 v^x7^Y'[cos{e — l)f¥{e) cosede 

-\-s\ïï(e — 'k)fF{e)s\nede] 
''^ ' -h[fF[e)cosedeY-h[f¥{e)sïnede]'; 



, (sfsy^^Y^)cos{e — 'k)A-fF{e)cosede 
^ cot{e — £,) =r / -^=J- — ^ — '—^ 

(VX'-h Y»jsin(e - l) -^- fF(e)sïnede 

Remarque II. — Si le second membre de Téquation différen- 
tielle proposée est nul, ces deux dernières relations se sim- 
plifient et deviennent les deux suivantes : 

{M»-4-N»)r»=X»-4-YS tang(e-e/r::=tang(c~X); 
celte dernière donne 



£ = t9-\-e — arc tang = ^ 



Les applications de ce problème sont très-nombreuses. 

76. Peoblèmb X. — Étant donnée la courbe des pôles, trou- 
ver la polaire telle que le rayon tangentiel soit la projection 
de l'ordre m de son rayon de courbure. 

Les données de la question sont 
(0 d^ = ^' r = Rsin«a ou bien N = Rsin"-'a. 



L'équation rd€=:sinads donne 



de 



(2) dtz:^-. , 

sm"-'a 



ei, par suite, l'équation der=da-h de donne les relations sui- 
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vantes : 

, da j sin*~'arfrt 

tfo étant la valeur de a correspondante de la valeur nulle de e. 
La deuxième équation (i) du d"* 62 peut s'écrire sous la 
forme 

,^^ dr - d(T 

(5) -j rcoia-+- -7- =10, 

de de 

a ex a étant des fonctions connues de e. On a, par Tintégration 
de celle équation différenlielle linéaire du premier ordre, 
Texpression suivante de r 

j cota de / /**""/ <^®*''<'' 

(6) r=:E^o [r,— / E ^^ Side 

Si Ton joint à cette équation Téquation suivante, résultant 
de l'intégration de la première des équations (i), on obtient er 
en fonction de e 

(7) a= I Side; 

Jo 

on aura donc les coordonnées tangenlielles (systèi;)fie inverse) 
de la courbe cherchée. 

Le rayon de courbure est donné par la seconde des deux 
équations (i) proposées, de laquelle on déduit soit la construc- 
tion géométrique, soii l'expression analytique de ce rayon. On 
déduit de l'expression de ce rayon de courbure la rectification 
de l'arc de la courbe cherchée, ainsi que la quadrature de celle 
courbe. 

Les hypothèses m = o, m = i donnent les développantes et 
les développantes obliques de la courbe des pôles. 

Considérons le cas particulier où m = 3. 
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On a les deux équations 

r=::Rsin*a, rfe^ --; 

cos'a 

or, si Ton opère comme au n^ 54, on trouvera 

£0— €== tanga; 

£« étant la constante arbitraire» la valeur de r sera 

r= cota(ro— /tangarfo-); 

on aura donc, en posant ^ = +'(^)> '® rayon r exprimé, soit en 
fonction de a, soit en fonction de e» par Tune des deux équa- 
tions 

r = coia [^ro + /4;'(e,- tanga) -^^^ J, 

r--^['-o-/+'{e)(eo-e)rfe]. 

On a donc les deux coordonnées tangentielles (système in- 
verse) de la courbe. Les valeurs de sina et de cosa sont don- 
nées par les équations 

£0— e I 

sinfl=^ , 1 cosa = 



Or on a T équation 

, rde 

as— -, — -, 
sma 

on aura donc Tare ds exprimé soit en fonction de e, soit en 
fonction de a, par Tune des deux équations suivantes : 



\^o — Soj 



ou bien 



ds=i ;— [ro-t- /tangarfo-l 

sm^acosa '-''•' o j 

/ cosada da \ ^ r j ^ 

= —, [roH-/tangarf(7]. 

\ sm'a cosa/ l -^ o j 
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T7. Problème XI. — Trouver dans le système de coordonnées 
polaires la courbe dont le rayon de courbure est proportionnel 
à une puissance m de la normale. 

On a la relation, k étant une constante, 

"Km fjn 

(0 ^--77 = 



k ~ k sin"a' 
réquation (6^) du n*» 63, si l'on pose cot'a = z, deviendra donc 

( 2 ) d[ — — - 1 H —- sin'"~*<z = o, 

que l'on peut écrire sous la forme suivante 

m- 3 



<=■' m ' "m 



2k dr 

- o. 



p7m—l 



Si l'on intègre et qu'on appelle c la constante de l'intégra- 
tion, on obtient Téquation suivante : 



m — 1 



(3.) _?_(i±^\ ' __l*__L_=e; 



im — 2 r 



dr^ 
or, si dans cette équation on remplace z par sa valeur -7-7-,» 

on obtient l'équation différentielle première de la courbe 

dr 



(4) der= - 




m — 






Dans cette équation, les variables sont séparées. 

^application à quelques exemples. — i" Soit m = 3, on a 

, dr 



v^ 



cr* — r^-\ — 
2 



qui se ramène aux fonctions elliptiques. 
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2* Si m z=: 2, on a 

«g = — f 

^c^r*~\- (2 6'/' — 4)''*"t-/r=' 

qui est de même forme que la précédente. 

3*» Si m = I, la formule devient illusoire. Ce cas intéressant 
mérite d'être spécialement traité. 

Opérons directement sur la formule (a'), nous obtenons 

l'équation 

, dr 
dezzz — , ? 

qui est une différentielle binôme satisfaisant aux conditions 
d'intégrabilité. Pour Tintégrer, il suffit de poser 

on obtient alors 



u \/u^ — I 

dont Tintégrale, lorsqu'on y remplace u par sa valeur en fonc- 
tion de r, et qu'on exprime par £« la constante d'intégration, 
prend la forme 

/»*-• — c* sin [( A" ~ I ) ( e — e» )]. 

Cette équation représente une famille de courbes remar- 
quables; il nous suffît de signaler les suivantes : 

Si A" = 2, on trouve le cercle rapporté à un pôle situé sur 
sa circonférence; dans ce cas, on vérifie directement par la 
Géométrie que la normale est double du rayon de courbure. 

Si A*=: — I, on trouve l'hyperbole équilatère rapportée à 
son centre, et l'on retrouve une propriété connue de son 
rayon de courbure. 

Si k = if l'intégrale devient illusoire, mais l'équation diffé- 
rentielle conduit à l'équation de la spirale logarithmique. 
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78. ProbiAms XII. — Trouver la courbe dam le système de 
coordonnées polaires telle que le rayon de courbure saiùfaste 
à la relation 

(i) Rsin'a = S, 

@ étant une fonction de r. 

Si Ton opère comme dans le problème précédent, on trouve 
réquation 

Les deux membres étant des différentielles exactes, on obtient, 
en représentant par c' la constante arbitraire, Téquation sui- 
vante : 



(3) 



I -4- 2 • r dr 
r' J r»6 



En y remplaçant z par sa valeur, cette équation devient 

dr 

(4) de-- 



yjc^r^^r^-^^r^j^^ 



dr_ 



3r 
Si S := — 5> cette dernière équation prend la forme suivante. 



2m^ 

r y 



déjà trouvée à la fin du numéro précédent : 

dr 
(5) dQ= ""^ 



v/ 



cV* — r^-h ^m}r^ 



Si Ton suppose m égal à Tunité, cette dernière équation 
devient 

,(., cd9 \rv/3/ 
(6) _ = 



V' 3c»r' 



Si on l'intègre et qu'on représente par 6, la constante arbi- 
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traire, on obtient 

0,-Q 



fsln = -J-\ 



arc I sin =: 



v/3 
laquelle, résolue par rapport à r, donne l'équation de la courbe 

(7) 7^^v^^*'^"~7l — 

La question est donc complètement résolue. 

§ YI. — Des courbes dêriyant de la déformation 

d'une courbe donnée. 

79. Problème XIII. — On développe une courbe sur une 
droite et Von suppose qu* après le développement les rayons de 
courbure sont restés perpendiculaires aux éléments corres- 
pondants de la courbe; quel est le lieu des centres de courbure 
après le développement? 

L'analyse dont nous avons fait usage se prête avec la plus 
grande facilité à la solution de cet ordre de questions. 

Équations de la courbe en coordonnées rectilignes. — Soient 
X et/ les coordonnées cartésiennes de la courbe^ on a 

, X ds 

OT s et jT- sont des fonctions de e (Chap. Il); Télimination de 

cette variable entre les deux relations précédentes conduit 
donc à l'équation de la courbe. 

Tangente et différentielle de l'arc. — Soient X l'angle de la 
tangente avec l'axe des x et dl la différentielle de l'arc> on a 

N tangX=-^, ^ = ^, + ^_j. 

\dej 
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Rayon de courbure. — Si Ton différentie la première des 
équations précédentes et qu'on ait égard à la seconde, on ob- 
tient réquation 

rfX ded^'^Xd^l 
\ Vds^ /d'sVl' 



Ide' \de') ] 



qui donne l'expression de la courbure de la courbe cherchée. 
Différentielle de l'aire, — Soif du cette différentielle, on a la 
relation 

ds^ 
(4) ^"=^rf^î 

elle indique que la différentielle de cette aire est le double 

de la différentielle de Taire de la courbe proposée, balayée par 

le rayon de courbure correspondant. Conséquemment, Taire 

de la courbe proposée, limitée par deux rayons de courbure, 

est la moitié de Taire de la courbe après son développement, 

cette aire étant limitée par deux ordonnées correspondant à 

ces rayons. 

applications. — i<* Cycloïde. L'équation de cette courbe, 

rapportée à son sommet et à la tangente en ce point, donne 

(n*>24) 

ds 
5 1=:: 2a sine, -t- = 2acose; 

de 

m 

le lieu des centres de courbure après le développement de 
la courbe sur la tangente sera un cercle ayant pour équation 

2" Spirale logarithmique. Nous avons trouvé au n? 20 

m , ^ ds . 

5==:7--(a'— i), -T-=^ma'i* 
la de 

Téquation du lieu des centres de courbure après le dévelop- 
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pement de la courbe sera donc Téquation de la droite 

yz=z[la)x -h m. 

On trouverait de la même manière que les lieux des centres 
de courbure après développement des courbes sont : pour la 
chaînette, une parabole; et pour Tépicycloïde, une conique. 

3° Trouver la courbe telle que, après son développement 
sur une droite, les extrémités des rayons de courbures soient 
situées sur la parabole du degré m 

y ~- px^. 

Celte équation donne la suivante 

ds 

dont Tintégrale est 

5'-"» ^- p{^i ^ tn){e — e^)\ 

donc réquation élémentaire de la courbe est 

ds 



de 



:=.p^~^-[{x^m){e-e,)]'-'" 



La famille des courbes renfermées dans cette équation con- 
tient les développantes d'un ordre quelconque du cercle. 

S'il s'agit de la parabole du second ^Qgvé y=^px^ , le lieu 
des centres de courbure, après le développement sur une 
droite, a pour équation naturelle 

ds p\ . 

de 1 

c'est la développante première du cercle. 

Si la courbe donnée est la parabole semicubique j = />x% 
le lieu des centres de courbure après le développement sur 

lO 
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une droite a pour équation naturelle 

-=p(e-e,y; 

c'esi la développante seconde du cercle. 

Nous laissons au lecteur le soin de poursuivre ces appli- 
cations. 
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LIVRE IL 

DES COURBES RAPPORTÉES A DES SYSTÈMES 
DE COORDONNÉES COMPLEXES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DES COURBES CONJUGUÉES SUIVANT LEURS TANGENTES CON 
COURANTES EN UN POINT D'UNE COURBE DIRECTRICE. 



§ L — FOBHULES GÉNÉRALES. 

80. Définitions. — Si d'un point quelconque d'une courbe 
directrice PQ on mène une tangente à chacune de deux courbes 
données MN, MiNi, ces deux tangentes ne seront pas arbi< 
traireSy elles seront liées par une certaine loi F = o, qui dé- 
pendra de la nature des trois courbes et de leurs positions 
respectives. Nous dirons que ces deux tangentes sont conju- 
guées par rapport à un point de la directrice, d'après la loi F, 
et que les deux courbes MN, M, Ni sont conjuguées s\x\s2inx 
deux tangentes concourantes en un point de la directrice. Pour 
chaque couple de tangentes, les points de contact seront dits 
points conjugués. Le point de concours des deux tangentes et 
chacun des points de contact seront nommés points corres- 
pondants. 

Si les arcs de courbe tels que MN sont au nombre de n, 
on aura un faisceau de n tangentes conjuguées par rapport à 
un point de la directrice, d'après la loi F, et ces n arcs de 
courbe sont conjugués suivant n tangentes concourantes en 
un point de la directrice. Pour chaque faisceau les n points de 
contact sont conjugués entre eux. Le sommet du faisceau et 

ÏO. 
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chacun dçs points de contact sont nommés points correspon- 
dants. 

Certains arcs de courbe peuvent appartenir à une seule et 
même courbe, ou à des courbes différentes, suivant la nature 
de la question à résoudre. 

Notations, — Nous conservons les notations exposées dans 
le n** 4<6; mais, pour distinguer les unes des autres les diverses 
courbes conjuguées entre elles^ nous affecterons d'un indice 
marquant le rang de la courbe toutes les quantités géonaé- 
triques relatives à cette courbe.' Lorsque nous nous servirons 
du signe abréviatif 2» nous n'affecterons d'aucun indice la 
lettre placée sous ce signe, et nous entendrons par là qu'elle 
se rapporte à un rang quelconque, de sorte que, dans la som- 
mation, il faudra affecter cette lettre successivement de tous 
les indices, depuis i jusqu'à n. 

Lorsqu'il existe n équations semblables à une équation dont 
te type est donné, nous écrivons celte équation une seule 
fois; nous n'affectons d'aucun accent les lettres relatives à 
cette équation, et nous écrivons à droite entre deux paren- 
thèses la lettre n, (/i), de sorte que toutes les équations du 
type s'obtiendront en écrivant n fois l'équation, en affectant 
les lettres successivement des accents 1,2,... jusqu'à w. 

81. Problème I. — n courbes sont conjuguées suivant n tan- 
gentes concourantes en un point de la directrice; les angles 
que ces n tangentes font en leur point de concours avec la 
tangente à la directrice sont liés par la relation 

(1) F(ai, «„ Û3,. . ., Un) =c; 

c étant une constante, trouver les lois d'après lesquelles sont 
conjugués les points de contact, les rayons de courbure, les 
aires et les arcs de ces n courbes. 

On a les équations suivantes se rapportant à une courbe 
quelconque : 

, . . rdt d<T — dr sin« 1 da . , 

as ds r R ds ^ ^ 
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Points de contact. — Si Ton dififérentie Téquation (i)par 
rapport aux angles a .et qu'on élimine les da au moyen des 
équations renfermées dans le troisième groupe précédent, on 
obtient les relations 

' Rde-i j Dda. {n) 

Si la courbe directrice et (n — i) courbes sont connues, 
cette équation, jointe à l'équation (i), fait connaître a^, Cn, rn, 
c'est-à-dire les coordonnées tangentielles de la n'*"' courbe. 

Rayons de courbure. — Si l'on différentie la troisième des 
équations (2), et que Ton pose pour abréger 

dt-'' rfê-^' rf^-^' ^"^ 

I /cosa r'\ R' D' , . 

ri"D-^N^j^R3-^ïP=^"' ^""^ 

en multipliant les n équations contenues dans ce type, res- 
pectivement par les dérivées de F par rapport à ai, <i3,. . . , a^y 
et en ajoutant, on trouve l'équation 

YrfFri^/cosa_^'\ R' D^n 
2Ldalr\ D N'j "^ R» "^ D0"~ ""• 

or, si Ton différentie l'équation (3] ou son égale représentée 
par la relation 

on obtient l'équation 

Zuda D^~'2jLÏ> ^« \2dda)y 
on peut écrire symboliquement le second membre sous la 



on aura 
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forme ( \î\ ;j") ^» pourvu que, lorsqu'on aura efiectué 
les opérations, on regarde les exposants comme des indices 
de différentiation. D'après cela, l'élimination de \ t— rr^ 
entre les deux dernières équations donne l'équation 

{^\ \ d^ f f'' cosa\_W\^d¥ f^ i dy 

Si la courbe directrice et (n — i) courbes conjuguées sont 
connues, cette équation, jointe aux équations (i) et (2), fait 
connaître le rayon de courbure de la »*•"•• courbe. 

Aires. — Si l'on remarque que l'équation (3") du n* 48 
donne la relation suivante : 

et qu'on multiplie les n équations contenues dans ce type, 
respectivement par les dérivés de F par rapport à ai, as,..., a» 
et qu'on ait égard à l'équation (3'), on obtiendra l'équation 

Y sin'a d¥ _ t y rfF 
' ^ du da rfc ^ da ' 

qui exprime la loi d'après laquelle sont conjuguées les aires 
dux^ duty . . . , dum* 

Arcs. — Si l'on écrit la deuxième des équations (2} sous la 
forme 

d{(T — r) 



Dcosa 



= rfa, ( n ) 



et qu'on ajoute les n équations contenues dans ce type, après 
les avoir multipliées par les dérivées de F par rapport à a., 
as, ... , a«, on aura la relation 

/ft^ X'd^ d(<T-r) _^ 
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qui exprime la loi d'après laquelle les arcs de n courbes sont 
conjugués. 

11 nous faut maintenant montrer comment les équations 
précédentes font connaître toutes les particularités de la courbe 
cherchée. 

Soient donc connues la directrice s et (n — i) courbes con- 
juguées, la n'*"* sera aussi connue. En effet, s étant connue, 
les coordonnées d'un point de cette courbe sont des fonctions 
de la variable e qui fixe la position du point. Les équations 
contenues dans le type (4)> jointes à l'équation (i), font con- 
naître les angles tels qua a en fonction de e;«on connaît donc 
a„ en fonction de e. D'une autre part, le type contenu dans 
la troisième des équations (2) donne (/i — i) équations qui, 
jointes à l'équation (3), donnent les r en fonction de e; r„ est 
donc connue en fonction de celte variable. On a donc les 
coordonnées a„ et r» de la n*^"^ courbe dn en fonction du para- 
mètre e qui fixe la position du point sur la directrice, ce qui 
est la solution de la question. 

§ II. — Des courbes conjuguées d'après la loi 2Aa=:const. 

82. Problème II. — n courbes sont conjuguées suivant n tan- 
gentes concourantes en un point d'une courbe directrice^ de 
telle sorte que les arcs de cercle décrits de ce point comme 
centre avec des rayons Ai, Aj, . . . , A„, et compris entre chacune 
de ces tangentes et la tangente à la directrice, donnent une 
somme constante. Trouver les lois qui régissent ces courbes. 

Loi des tangentes. — La condition qui lie les arcs de 
cercle est 

(i) 2Aai^const.; 

d'après cela, la loi des tangentes est donnée par Tune ou 
l'autre des équations 
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Loi des rayons de courbure. — On trouve sans difficulté la 
suivante : 

or si Ton conçoit le quadrilatère relatif à une courbe o-, dont 
trois côtés sont parallèles à Jl, R, R', et dont les longueurs 
sont représentées par Jl, et les coefficients de cosa^ sina, la 
partie entre accolades représentant la projection P du qua- 
trième côté de ce quadrilatère sur ^, Téquaticn précédente 
s'écrira. sous la forme simple 

de laquelle on déduit, par une construction géométrique, le 
y^ièmt ^gg rayons de courbure des n courbes conjuguées lorsque 
les autres sont connus. 

Loi des aires. — Cette loi est donnée par la formule sui- 
vante : 

Loi des arcs. — Elle est exprimée par la relation suivante : 

d{ 0- -- r) 



s^ 



cosa 



A :-- o, 



Les conséquences des formules précédentes sont très-nom- 
breuses; mais comme elles ont déjà été développées dans 
notre livre Sur Vanalyse infinitésimale des courbes tracées 
sur une surface quelconque^ page 3oo, c'est à ce livre que 
nous renvoyons le lecteur. 

83. Discussion des formules précédentes. — Contentons- 
nous de l'examen des cas suivants : 

!• Cas où la directrice est rectiligne. — Lorsque la direc- 
trice est rectiligne, les formules précédentes se simplifient; 
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en effet» on a R infini et conséquemment N = D; d'après 
cela, on obtient les relations suivantes : 
Loi des tangentes. 

Loi des rayons de courbure. 

^ ' 2^N»sinfl "^ IN» 

2*» Cas où 2A = o. — Dans le cas d'une directrice quel- 
conque, si la somme des coefficients tels que A est nulle, on 
obtient les formules qui suivent : 

Loi des tangentes. — Elle est aussi donnée par la for- 
mule (2) du présent numéro; en effet, cette équation est la 
conséquence de la condition 



1 



. da VA 



Loi des rayons de courbure. 
Loi des aires. 

(6) Z^-dT^'"' 



§ m. ^ Des caustiques par réflexion. 

84. Problème III. — Un point lumineux se meut sur l'une 
des deux courbes conjuguées et projette sa lumière tangen- 
tiellement à cette courbe; la courbe enveloppe de ce rayon 
lumineux réfléchi par la courbe s sera appelée caustique par 
réflexion. Trouver les lois qui régissent ces caustiques. 
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Les données de la question sont 

Coordonnées tangent ielles. — Elles sont pour la première 
courbe 

{2) s=: 1 l\det= j D, rfa,, '". = g — g-sina,. 

Or Ton a, par suite des données de la question, les relations 

II . . 

(3) { "' ^' 

I I 01 1 I 7, 

r, ra~~Rsina,' Ni N, ~"R* 

On connaît donc aussi les coordonnées tangentielles de la 
seconde courbe, soit analytiquement, soit géométriquement. 
On voit que r, se construit par la proportion harmonique; et 
Ton sait que pour R = 2N,, Ni devient infini, et que pour des 
valeurs plus grandes il devient négatif. 

Rayons de courbure. — La formule (5) du n** 82 devient, 
par suite de l'hypothèse présente, 

^1 / I I \ cos«, 

Nîsina. ~\NT^BÏ>1>/ slnô; 

^, /j_ I \cosa, _2R' 

■*" NJsina, "^ \N| "" RD.j'sïnâ; "" "R^' 

Or si Ton remarque que :j^ ~ ^ = yr- et que par suite 
( N^ ~ N^) ~ ^n"' ^^ obtient l'équation simplifiée 

.^ ^, Jlî 6cosai _ 2R'sîn«, 

^^ Nî"^Nl RDT"" ^ 

Si la courbe directrice, qui est ici la courbe réfléchissante» 
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est un cercle, on a 

«'R., Jl, 6cosa, 



Nf NJ — KD, 
Si c'est une ligne droite, on trouve 

Dans le cas où Tune des deux courbes conjuguées, la 
courbe o-,, par exemple, est un point, la formule relative aux 
rayons de courbure devient 

^2 — 6 g~- cosa, -f- 2 -j-j- sina,. 
Loi des aires. — Elle est exprimée par la relation 
(6) • ' =^ 



duy dUi sin^aidv 

Loi des arcs. — On trouve sans difficulté l'équation sui- 
vante 

d((Ty — n)-{- d(<T, — Ta)--- o; 

ou, en l'intégrant, si Ton représente par (o-,), (ti), (o-j)» (ra)les 
valeurs initiales de <t„ r,, (ji, r„ on obtient 

(7) [or,— (cr,)j-[r, — (r.)]-r [(t,-'{(7,)] — [r,-{r,)]=: o. 

Sous cette forme on voit que, si l'une des courbes est rec- 
tlQable, sa conjuguée l'est aussi. 

Si l'on conçoit un fil de longueur constante {fig. ii) fixé par 
chacune de ses extrémités à deux points correspondants des 
courbes conjuguées a., art, et tendu par un style de manière à 
s'enrouler ou se dérouler sur ces deux courbes, le style se 
trouvant dans une position sur la directrice, il restera con- 
stamment sur cette directrice et la décrira dans son mouve- 
ment. Les arcs sont de même signe lorsque les fils s'enve- 



1 
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loppent à la fois; ils sont de signes contraires lorsqu'un Hi 
s'enveloppe et l'autre se développe; 




Il faut remarquer que les courbes (7i, o-i sont réciproques 
Tune de l'autre, de sorte que, si le point lumineux parcourt 
la courbe 77 en projetant sa lumière tangentiellement à cette 
courbe, la caustique par réflexion sera o-i. 

85. Des développantes des caustiques par réflexion. — Con- 
sidérons {fig* 22) deux développantes ai 2,, o-ai, des arcs 

Fig. 23. 





iX" w, ^r. 




I 

I 
\ i 

.h 



oi)iO-i, 6)2 0*3, lesquelles passent par deux points correspon- 
dants ffi, 0*3 de ces deux arcs; si l'on admet que l'une de ces 
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deux développantes, di 2t, est une courbe lumineuse projetant 
la lumière suivant ses normales» et que la courbe s est la 
courbe réfléchissante, la rencontre des rayons incidents pro- 
duit la développée G>)icri, et le lieu des rayons réfléchis par la 
courbe s produit la caustique par réflexion ah o-j. De même, en 
considérant 0-3 2, comme une courbe lumineuse, le lieu des 
rayons incidents sera la développée ca, (Xj, et la courbe w, o-, 
sera la caustique par réflexion. On regarde les deux courbes 
lumineuses comme conjuguées par rapport à la courbe réflé- 
chissante, et régalité (7) du numéro précédent prouve que la 
somme des rayons conjugués de ces deux courbes lumineuses 
par rapport à la courbe réfléchissante s, comptés à partir des 
deux développantes o-i^i, o-s^^, est constante. 

Concevons que, par un point M de cette courbe réfléchis- 
sante, on mène une tangente à cette courbe, et que l*on prenne 
les courbes symétriques par rapport à cette tangente, et de la 
courbe réfléchissante s et de la courbe lumineuse o", 2„ et 
qu'ensuite on fasse rouler sur la courbe réfléchissante sa 
courbe symélrique, de telle sorte qu'elle entraîne dans son 
mouvement le plan qui la contient, la courbe symétrique 
de 0-1 2, enveloppera dans ce mouvement une courbe dont le 
rayon de courbure sera la somme du rayon réfléchi ra et de 
son prolongement; et, par conséquent, cette courbe enve- 
loppe aura pour développée wjo-a, caustique par réflexion de 
la courbe lumineuse w, o-,. Celle enveloppe (t\1\ et la courbe 
(7,22 sont donc deux courbes développantes de la caustique 
par réflexion de la courbe lumineuse o-i 2i. 

Il est inutile de remarquer que l'on peut faire la même con- 
struction sur la courbe lumineuse conjuguée o-j 2„ et que l'on 
obtiendra des résultats réciproques des précédents. 

Si, dans les différentes positions de la courbe symélrique 
de w, 0-,, on mène des tangentes communes à cette courbe sy- 
mélrique et à la courbe coa or,, le lieu des points de contact 
pris sur la courbe symétrique de Wi cr, est le lieu des symé- 
triques des centres de courbure de la développante de (7i2,. 

Si la courbe w, cr, se réduit à un point, le lieu des symétri- 
ques de ce point est une développante de la courbe wa o-a. 
'Tout cercle dont ce point est le centre étant une dévelop- 



l58 LIVRE II. — COURBES RAPFORTfiBS A DES SYSTlHUSSy ETC. 

panie de ce point» enveloppe» après le retournement, deux 
arcs de courbe qui appartiennent à une double développante 
de la courbe eo, du 

Si le point passe à l'infini dans une direction donnée» la dé- 
veloppante correspondante passe à Tinfini» et toute droite 
perpendiculaire à cette direction a pour correspondante une 
développante de la courbe &>) cs. 

86. Caustique d'une droite lumineuse^ — Dans ce cas» les 
rayons incidents ont une direction invariable, et celle circon- 
stance simplifie les équations du problème. 

Rayon réfléchi. — Soit Ar, la direction {fig, 23) du rayon 

Fig. 23. 




incident» Ar, celle du rayon réfléchi; ce dernier rayon est 
donné par Téquation 



R . 

ra=r - sma,. 

2 



Soit (3 Fangle que le rayon incident fait avec une perpendi • 
culaire à Taxe Ojt» on a les deux équations 



a,4-e-+-(3=:^, Rrz:^=:(p(e); 



par suite» la valeur du rayon réfléchi est donnée par la relation 



(I) 



/•ai=- - (p(«)cos(e-+- P). 



Lorsque (3 prend toutes les valeurs possibles» ax prend aussi 
toutes les valeurs possibles; ou voit donc que» lorsque la 
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droite lumineuse varie d'une manière quelconque, l'image 
réfléchie par un point de la courbe réfléchissante se meut sur 

une circonférence de cercle dont le diamètre est - • 

2 

Coordonnées rectangles. — Soient ^, j les coordonnées du 
point pris sur la courbe, et x\ f les coordonnées de Textré- 
noité du rayon réfléchi; on a les relations 

X — X' ^=. Ta sin{2<?H- (3), 
y — y z=L r2Cos(2eH- (3); 

/ N ' ràs . 

(^) { x~l --T-cosedef 



j— I -r- sxnede. 



On a donc les coordonnées x'j y en fonction de la va- 
riable e, et en éliminant e entre ces deux dernières équations, 
on obtient l'équation de la courbe dans le système cartésien. 

Rayon de courbure. — Dans le cas où la courbe o", se réduit 
à un point, on a Jli nul, et, par suite, on obtient la relation 

, ,, ^, ^ cosa, iW , 

Si ce point se transporte à l'infini, la formule 



devient 



sina, 


I 

"" R 


-h 


I 


r, 


I) 


I 


T 

D.~ 


= o 


. 



Conséquemmeni, si on élimine D. entre cette équation et 
l'équation (4)> on obtient la nouvelle relation 

(5) N^ ^ rT ^^^^' ~ "rT s»n«i- 
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Or on a R = 'îNs; Téquation précédente deviendra donc 



(5') 



4^, = 3Rcosai — R'sinrz, ; 



de là on tire le théorème suivant : 

Théorème. — Au point A [fig* 24) P'*'* ^^'^ ^^ courbe ré/lé- 
chissante, et dans la direction du rayon de courbure^ prenez 

Fig. i\. 




une longueur AB égale à trois fois ce rayon; au point B 
menez une perpendiculaire BC égale au rayon de courbure de 
la développée ; sur la sixième de AB comme diamètre, décrivez 
un cercle, et «wrCD comme diamètre ^ décrivez un autre cercle. 
Cela posé, si du point A Von mène AE sous ^inclinaison cr, 
avec la tangente AT, AE est le rayon tangentiel de la caus-- 
tique, et EF est égal à quatre fois le rayon de courbure de 
cette caustique. 

Équation naturelle de la caustique, — Soit <p(e) = R Vé- 
quation élémentaire de la courbe réfléchissante rapportée à 
un axe 0^ parallèle à la droite lumineuse, on a les relations 
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angulaires 

e=:= ai" 7« 

On aura donc aussi la relation 

qui est TéqUation naturelle de la caustique. 

Si la droite lumineuse et Taxe Ox de la courbe font entre 
eux Tangle (3, on a la relation 

£2 (3 TT 

e — — 7' 

224 

et Ton obtient l'équation suivante : 

quiy dans le cas actuel, est Téquation naturelle de la caustique. 
Relations entre les rayons de courbure des différentes caus- 
tiques, — Soit AG' perpendiculaire à la droite lumineuse for- 
mant Tangle (3 avec AG perpendiculaire à Taxe 0^. Si Ton ap- 
pelle ^p la valeur de ^j correspondant à l'angle p, et qu'on 
remarque que Ton a la relation 

a. ^ - - 19 - (3, 

la formule (5') donne l'équation 

4,Rp=3Rsin(6-h (3) — R'cos(e-f- p). 

On déduit les équations suivantes : 

4^0= SRsîne — R' cose, 4^« = 3Rcose -h R'sine; 

II 
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conséquemment on obtient 
Si^ — ^« cos(3 4- ^, sinp, Jl^ =- — t^« sin(3 -h ^, cos^, 

desquelles on déduit 

Ces relations, d'une interprétation facile, et plusieurs autres, 
se déduisent aussi directement du théorème précédent. 

87. Applications. — i*» La courbe réfléchissante est un 

ds 
cercle -j- = 6. On trouve Téqualion suivante : 






^':=(l^^)*si«(:s,-^) 



La caustique est donc une épicycloïde décrite par un point 
de la circonférence d'un cercle de rayon -r» qui roule sur un 

cercle dont le rayon est -» et concentrique au cercle donné. 

2"* La courbe réfléchissante est une cycloïde. Il y a deux 
cas à considérer : le cas où la droite lumineuse est parallèle 
à la base de la cycloïde et celui où la droite lumineuse a une 
position quelconque. 

Premier cas. — L'équation de la cycloïde est (n® 24), 

ds 

-=- z= 2/ncose, 

de 

m étant le diamètre du cercle générateur; on aura donc, réduc- 
tions faites, 

,Rj=r m sin2^; 

or on a la relation angulaire 

n 

2,e=iZi : 

2 ' 
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par suite, réquation précédente deviendra 

De là on conclut que la caustique est une cycloïde dont le 

cercle générateur a pour diamètre — • 

Deuxième cas. — La droite réfléchissante ayant une posi- 
tion quelconque par rapport à Taxe de la cycloïde, soit p 
l'angle de cette droite avec Taxe, on obtient l'équation natu- 
relle de la caustique 

4«.=-h(^-i-!)-(M-^!) 



3 cosi y-~-)sin( T-^-| 



et, après réductions, 

-j~ -- m cossa H — smô, 

équation qui représente une courbe parallèle de là cycloîde 

engendrée par le cercle dont le diamètre est --r^ ou» ^^ Qui est 

la même chose, une développante de cycloïde. 

3® La courbe réfléchissante est une chatnette. On a ( n^ 29 ) 
réquation naturelle de la chatnette 

ds b 



de sin'e' 
conséquemment on a les deux relations 

. 6 cos ( 7 — - 

sm* (-" — - — 7 I sin» T — - 

\2 24/ \2 4 2/ 

1 1 . 
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par suite, la formule ( 5 ) du n"" 86 donne 

d(Ti b 5cos(3 — sine» 

qui est l'équation élémentaire de la caustique. 

88* Applications (sxxiXe). — 4** Hypocycloide. Considérons 
rhypocycloTde dont l'équation naturelle est 

(i) ^ = 8Rcos(3^-f-y), 

dans laquelle R et y sont des constantes. 
Nous avons trouvé l'équation 

4^2==— 9é(e)cos(e-i-(3) -f- 3<p(e)sin(e + (3); 

elle devient 

^2=:6Rsin(4e-+- (3 -h y), 

et, ayant égard à la relation 

4e=:2(e2 — P) — TT, 



on obtient 



ddi 



(2) ~^ = 6RcosU£2~(3-4-y-h^j; 

or réquation élémentaire de Thypocycloïde engendrée par un 
cercle de diamètre égal à p, — pi et roulant sur un cercle pa 

est (no 59) 

/ ^ . ds p\ — pî p, 

(3) 1-=— ^cos^^,. 

dex p, p, 

Pour identifier cette équation avec l'équation ( i ), il faut poser 

pj = 3R, pi=R, 

avec la condition 

3^1 =: 3e -f-y; 



CHAPITRE I. — DES COURBES CONJUGUÉES, ETC. l65 

pour identifier la même équation avec l'équation (2), il faut 



poser 



avec la condition 



P2 = i^, p, = 2R, 



2 19. =r 2 gj 



y H — 
' 2 



Ainsi la première hypocycloYde est formée par un cercle de 
rayon R qui roule sur la concavité d'un cercle de rayon triple, 
el la deuxième hypocycloYde est formée par un cercle de 
rayon 2R qui roule sur la concavité d'un cercle de rayon 
double. De là on conclut : 

La caustique d'une hypocycloide engendrée par un cercle 
de rayon R roulant sur la concavité d'un autre cercle de 
rayon triple est une hypocyclolde engendrée par un cercle de 
rayon R qui roule sur la concavité d'un cercle de rayon qua- 
druple. 

5® La courbe réfléchissante est une parabole. — Supposons 
en premier lieu l'axe parallèle à la ligne lumineuse AB (fig. 25). 

Fig. 25. 




En employant la notation du n** 20, on a l'équation de la 
parabole en coordonnées rectangles et l'équation en coordon- 
nées naturelles 

(l') y^^:^^b(^-x\, R=z:-A_. 

^ ' "^ \2 y sm'e 



on déduit de ces équations les suivantes : 



{*') 



yz=zb cote, X 



2 sin'e 



MN 



sme 



î 
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le rayon réfléchi aura donc Tune des deux formes suivantes : 

,,,. R b cose 

(3') r,= -cose, r, = --:-— • 

Coordonnées rectangles de la caustique. — Soient a:', /' ces 
coordonnées, on a les équations 

(4') Jc' :-. X -^ rtSinie, ^'^t*— r^cosa^. 

Donc, si Ton élimine de ces équations j? et j au moyen des 
précédentes, on obtient les valeurs des coordonnées x' et y' 
en fonction de e 

(5') x'= — — -(3 — asm'e), f ~bcoie[- — )• 

L'équation de la courbe en coordonnées rectangles s'obtient 
par rélimination de e entre ces deux équations; on trouve 
ainsi 



(6') 7.^x* = {Sb -- xy(ix — b). 

Supposons en second lieu la droite réfléchissante ayant une 
position quelconque par rapport à Taxe de la parabole, et soit 
|3 Tangle que la perpendiculaire à cette droite réfléchissante 
forme avec l'axe des y^ on aura les formes suivantes du rayon 
réfléchi r, : 

/ /. R /o X 6cos(6-4-^) cos(3 . ^ 

(7') r2= -cos(P -\-e) = V-T = r — r-7 x sm^. 

Gonséquemment les coordonnées rectangles de la caustique 
seront 

/ ,_ * r cos(g -t- P)sin(2 g-t- (3)") 

I X ■ ; - I I "T- ;— |> 

\ 2sm»«L sin« J 

^ , b Y cos{fî-l-(3)cos(2«-f- 6)1 
y=^- — cose ^ ^' . ■ ^ • 

Rayon de courbure. — Nous trouvons, en faisant usage de 
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la méthode précédente et en supposant Taxe de la parabole 
parallèle à la ligne lumineuse, Téquation suivante : 

(9) ^.--?:-* 



4 singer' 



or on a la condition angulaire 



on obtient donc ^s sous l'une des deux formes suivantes : 
. ,. ^ 3 é 3é 

(9 ^., ^ — y , A2^~ , : r.» 



sm' 



par lesquelles le rayon de courbure de la caustique est exprimé 
en fonction de l'angle e^ que la tangente à la caustique fait 
avec Taxe des x. De là résulte que l'équation élémentaire de 
la caustique est 

(10') 



^ sm*' 



U 4; 



Dans le cas où la droite lumineuse a une direction quel- 
conque, on obtient les équations suivantes : 

(il) r, — h- — î-S R — 



a sin'e sin'e' 

conséquemment on trouve la relation 

4 sm^e 

et, si l'on a égard à la relation 2e : £2 — (3 -^ on obtient 

l'équation naturelle de la caustique sous l'une des deux formes 
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suivantes : 



(12') 






6cos(3 



36cos^ 






[i—sin(e2- (3)J-' 



Il est évident que l'on passe de Tun à Taulre cas par le chan- 
gement de 63 en e, — (3, et de 6 en 6 cos(3; par conséquent les 
deux courbes sont semblables (n"" 34). 

89. Caustiques par rapport à un cercle lumineux. — Soient 
OM {Jig. 26) la courbe réfléchissante et A le centre du cercle 

Fig. 36. 




lumineux, M un point quelconque pris sur la courbe réflé- 
chissante, X l'angle que le rayon incident fait avec l'axe des x; 
on a les relations suivantes, qui donnent la solution complète 
de la question. 
Rayon réfléchi. — L'équation de ce rayon est la suivante : 



(I) 



I I 2 

r, r, Rsinoi' 



on a les conditions angulaires 



(^) 



fl, "- X — e^ sina, == sinXcose — cosX sine; 



or les valeurs de cosX, sinX soiit données par les relations 



(3) 



cosX 



x^ 



X 



sînX 



ri— r. 
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conséquemment on a 

( . ri — r xx — X , 

\ sma, == cose sirn?, 

(3') / '•» '*• 



( * ry—sl(x, — xf: 



R D. 



7\- (r« - r)'- 

Donc, si Ton remarque que par la nature de la courbe réflé- 
chissante R, Xy y sont connues en fonction de e, on voit 
que ri, r^, a-i sont aussi connues en fonction de e. De plus 
réquatiûn 

.f. sina, I I 

(4) —r--- 

donne |r- en fonction de e. 

Coordonnées rectangles. — On a les équations suivantes : 

( X — X2-=-- rtcosi^ai — X) :— r, cos(X — ae), 

(5) { 

( 7 — J'2 - r2sin(2a, — X) — Ta sin(A— 26); 

or a; et j sont données en fonction de e; il suffit donc d'éli- 
miner cette variable entre ces deux équations pour obtenir 
réquation de la courbe entre les variables x^, y^. 
Rayon de courbure. — On trouve sans difficulté Véquation 



,^. a, 6 2R' . 

(^) jj7 ^ ^ cosa, -f- -g^ sina,; 



^a sera donc connue en fonction dee\ or e, — ae = :: — X; > est 
connu en fonction de e, par suite ^3 est connu en fonction 
de Es; on a donc l'équation élémentaire de la caustique. 

Si la courbe réfléchissante est un cercle, il faut poser R' 
nul; par suite, Téquation (6) devient 

^^^ Nf- "RUT" 

Développante de la caustique. — Portons- nous au cas 
général et cherchons les propriétés de la caustique par rap- 
port à un point lumineux fixe A (Jig*^6). Soient Fs et 2a le 
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rayon de courbure et l'arc de la développante de la caustique» 
on a les équations 

/ X T. I I î 

(7 T, = n-h r,, --^ -=: -—, — , 

' r, t'i Rsmai ^ 

d'où Ton tire la relation 

(7') ... 



r, n ir 



Rsina, 



laquelle donne le rayon de courbure O'r, de la dévelop- 
pante 0' ij. 

Relations entre les angles e et at. — Rapportons la courbe 
réfléchissante Os au point A comme pôle et à la ligne Âx' 
comme axe polaire > et soit ri=:F(6) l'équation polaire de 
cette courbe, 9 étant Tangle que le rayon vecteur r» fait avec 
Taxe kx'; on a les relations angulaires 

(8) e -f- «1 -h ô : -71, cose =r — cos(fl, -t- 0); 

si on développe le cosinus et que Ton ait égard aux expres- 
sions suivantes 

dn r, dô 



COSa, =:-7-j Sinfl, 1=:— 7— 9 



on obtient Téquation suivante : 

(9) cose = — cosô^ -hsinS— T~^ 

qui donne e en fonction de d, et par conséquent en fonction 
de ai. 

Équation élémentaire de la développante. — Soit £1 l'angle 
q\ie la tangente à cette courbe fait avec l'axe 0^; on a les 
relations 

(10) a, -+-«2 = 71, e — g. ma,, E, = --+-£2; 

1 

de là résulte que l'équation ( 7' ) fait connaître Ta en fonction 
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jy 

de Ej, ou, ce qui est la même chose, -j^ en fonction de Ej. 

On a donc l'équation naturelle de la développante de la caus- 
tique. 

Équation polaire de la développante. — Posons AO' égale à p, 
et représentons par (ù l'angle O'A^, nous avons les relations 



• 



(il) p = 2r, sina, -- 2r; ^5 

or, si Ton remarque que l'on a les relations angulaires 

(12) 0--û)-hai = -5 tangoj — — cot{ô 4- «1), 

on aura 

r, sind^d — cosôrfr, 



(i3) tang&i 



r, cos OdQ -f-sinôrfr, 



On a donc, par l'équation (ii), p en fonction de 0, et par 
l'équation (i3], ck) en fonction du même angle; ces équations 
sont donc les équations de la développante. 

On trouverait avec la même facilité les équations polaires 
de la caustique r^ai elle-même. 

Remarque. — Si l'on retourne la courbe lumineuse autour 
d'une de ses tangentes, et que l'on fasse rouler la courbe ainsi 
obtenue sur la première, le point lumineux engendre la déve- 
loppante de la caustique, et tout cercle lumineux ayant ce point 
pour centre enveloppe deux développantes de la caustique; 
la question des caustiques par réflexion est donc un cas par- 
ticulier des roulettes. 



§ IV. — Des podâires. 

90. Problème IV. — Le sommet d'un angle constant c 
ijig* 27 ) se meut sur une courbe directrice s pendant qu*un 
de ses côtés enveloppe une courbe donnée (Tx\ trouver la courbent 
enveloppe de Vautre côté. 

On appelle podaire le lieu des pieds des perpendiculaires 
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abaissées d'un point sur les tangentes à une courbe. Le pro- 
blème que nous venons de poser est la généralisation du pro- 



R 



Fig. 27. 



dJjL 




blême inverse des podaires, puisqu'il n'y a qu'à supposer 
l'angle c droit et la courbe 0*1 se réduisant à un point pour pas- 
ser du premier cas au second. 

Conditions du problème. — Elles sont données par les rela- 
tions 



(I) 



au — Oi = c = e2 — El, 



Coordonnées tangentielles, — La relation (i) donne Di égal 
à D,; conséquemment on a 



(2) 



sina, sin^i 

• Ta r, 



N,~"N. 



Cette équation indique que les longueurs Ni, N2 interceptées 
sur la normale à la directrice par les normales aux courbes 
conjuguées di, 0-2 sont égales; de là on déduit : 

Théorème. — Les trois normales aux trois courbes en des 
points correspondants sont concourantes. 

On en déduit la construction par points de la courbe con« 
juguée (Tu 
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Rayon de courbure. — L'équation ( 5) du n<* 83 donne, quand 
on a égard aux relations ( i ) et (2 ), la formule suivante : 

.^. f _^ ^t \ > sine / I i\ 

Vsina, sina,/ NJ ~~ sinasSinai \N, D,/ 

de ^quelle on déduit l'équation 



(5') 



^a sina, = ^i sinas 4- ( -^g^ — 2N, j sine, 



qui donne une construction géométrique facile du rayon de 
courbure. 
Rectification. — On a la relation 

rfo-j = rfr, -t- cos atds. 

Si Ton remplace a» par sa valeur tirée de Téquation (1), qu'on 
développe et qu'on remplace sina,, cosai par leurs valeurs 
en fonction des éléments de la courbe ai, on aura la formule 

(4) dcTi — rfr, ni= cosc(rfo', — rfr, ) — sincridet; 

or, dans la question présente, n est connu en fonction de Si ; 
soit Ti = (p(e,) cette fonction, on aura l'intégrale 

(4') sinc/9(£,)rfe, = ((T, — r, )cose — (o-j — Tj), 

laquelle fait connaître l'arc 0*3 au moyen d'une quadrature. 
Quadrature. — On a la relation 

f \ ^ * î ^ '2 sin»a, , 

(7 dUi =z - rldSi = - r: . , as,. 

Si l'on remplace Ut par sa valeur tirée de l'équation (1), 
qu'on développe et qu'on substitue dans les résultats les 
valeurs de sin^t, cos ai, on aura la relation 

, rjrfe, rf((7, — r, )rfe, 

du2 '-^ -^ — cos^e -H Ti j — - — cos c sine 

2 ae, 

' ^ ^ rf[(cr.-r.) p . , 

_! ki — ^ LJ_ sin' e. 

2ae, 
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Or, si Ton remarque que la sous-normale «• de la courbe c, 

dlc — r, ) , - 

a pour expression -^ -•> el qu on porte sur la tangente a 

cette courbe, à partir du point de contact, deux longueurs, 
l'une égale à la sous-normale, et l'autre à une moyenne pro- 
portionnelle entre cette sous-normale et le rayon tangentiel r„ 
en appelant v^ w les aires balayées par ces deux longueurs 
dans le mouvement de la tangente d'une position à une autre, 
l'équation précédente donnera par son intégration la relation 
suivante : 

(6') II, rzz Ui cos'c -h i'sin^c -r cvsin'c. 

Discussion des formules. Jpplications» — Examinons en 
particulier le cas où la courbe o-t est un point. La formule (5') 
devient 

(5'') ^isina, — (-^ — 2N,jsinc; 

la formule (4' ) donne 

(4") 0-, — r, -{- r, cosc = — sine 1 9(£,);rfe,; 

et la formule (6) 

(6*) Ui =2 Ml cos*c r\ sine cosc ■+- w sin'c; 

W est ici l'aire engendrée par les déplacements successifs de 
la sous-normale à la courbe o-i. 

Équation de la courbe o-, en coordonnées polaires. — Dans 
la même hypothèse, on peut facilement exprimer l'équation 
de la courbe en coordonnées polaires. 

Soit ei [fig* 28) l'angle du rayon r. avec une droite fixe, et 
Q l'angle de o-|M avec le même axe, o-iM étant le rayon vec- 
teur p de la courbe o-,. Il s'agit de calculer p et d en fonction 
d'une seule variable; on a, puisque le quadrilatère ANMai 
est inscriptible, 

Ox r= Cl MA, a, = M| dy A. 
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Or on a la relation 
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(8) 



m flTî -I- El 

2 



Fig. 28. 




lang = : 

^ ■ ' langaacole, 



Donc 

(9) 



et, en remplaçant dans cette formule tangos par sa valeur 
tirée de l'équation (i), on obtient la relation 

/ /\ I fl_- (rfr, -4- r, rfe, cole,)tangc-4-(rirf£, -4-cot6, ) 
v9 y B ~~ (,.jrfgj_ dp^ cotsijtangc -f- (é/r, — r, rfe, cote,)' 

d*une autre part, le triangle o-i MA donne Téquation 



(10) 



smc 
sina, 






sine. 



On a donc les deux coordonnées polaires p et 9 en fonction 
d'une seule variable €1. 

Applications des formules précédentes, — i" La directrice s 
est un cercle, et Tune des deux courbes conjuguées est une 
épicycloïde tangente en son sommet à ce cercle, et engen- 
drée par un cercle d'un diamètre m roulant sur un cercle 
concentrique au cercle Qxe. 
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Si l'on rapporte cette épicycloTde aux coordonnées n et a„ 
son équation (59) sera 

ri = msinai; 

d'après cela, l'équation (2) du n"* 90 donnera la relation 

rjrzr msinaa; 

l'enveloppe est donc une épicycloïde égale à l'épicycloïde 
donnée, tangente aussi en son sommet au cercle directeur s, 
mais en un autre point. 

2*» La directrice s est une droite, et la courbe o-| est un cercle 
tangent à cette droite. Si l'on rapporte ce cercle à cette droite 
dans le système tangentiel, on a la relation (Jlg. 29) 



^; ungla.; 



Fig. 29. 




par suite l'équation ( 2 ) donne 



ri = 



W\.| 



sma. 



cos* - («2 — c) 



»\i ~ 



sm^s 



I -h cos(a, — c) 



qui est l'équation de la courbe conjuguée dans le même sys- 
tème de coordonnées. Si l'angle c est droit, on a 



Tj — ^1 



sxna, 
I -f- sina. 
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La formule (5') donne la relation suivante 

a> ^, r . sine n 

sin(a,— c)\ 1 . ^1 

I cos*-(aj-~c) I 

qui est Téquation naturelle de la courbe conjuguée 0-3. 
3® Si, la directrice étant une droite (^g*.3o), la courbe ai est 

Fig. 3o. 




un point, pi étant la distance du point à la droite, on a l'é- 
quation 



r, =z -f- — ; 



sma, 



la formule (5') du n*» 90 donne 



vVa 



2 p sine 
sin*{a2 — c) 



qui est l'équation naturelle d'une parabole. Ainsi la parabole 
est Venveloppe d'un côté d'un angle constant dont le sommet 
parcourt une ligne droite, et dont Vautre côté passe par un 
point fixe. 



;î 



§ V. — Des COURBES conjuguées d'après la loi 2Acos£i=const. 

91. Problèhe V. — Un point matériel est soumis à l'action 
de n forces constantes Aj, Aa, . . ., A» agissant suivant les di" 
rections des éléments de n courbes o-|, du o"s> . • • > o"»» décrit 
une trajectoire s d'un mouvement uniformément accéléré; 
trouver les lois qui régissent ces courbes. 

Conditions du problème. -— Puisque le mouvement sur la 

12 
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courbe s est uniformément accéléré, il faut que la deuxième 
dérivée de s par rapport au temps soit une constante c. Or 
cette dérivée est égaie à la projection de la résultante des 
forces sur la tangente à la courbe s; on aura donc la condition 

(i) 2Xcosa = c. 

Loi des tangentes. — Les tangentes sont données par les 
équations suivantes : 

, . VA- VA sin'a » V » • 

I 

(3) 5= f Rdè= f *D,rfa.=: / 'Darfa,==...= / 'Onrfa». 

Loi des rayons de courbure. — On déduit sans difOculté 
de réquation (5) du n* 81 la formule suivante, qui se con- 
struit géométriquement. 



Loi des arcs. — On a n relations telles que 

d((7 — r)=iCOsads. 

Si Ton multiplie chacune d'elles respectivement par A„ 
A„. . ., A„, et qu'on ajoute, en ayant égard à la relation (i), 
on trouve l'équation 

(6) 2A.d((T — r) = cds. 

Si on l'intègre entre limites, on trouve l'équation sous termes 
finis 

(6') 2A[(r-((7)~r + (r)]=c[^~(^)]; 

on déduit de cette équation le théorème suivant : . 

Théorème I. — Les mêmes conditions étant données que 
dans le problème F, si toutes les courbes conjuguées et la 
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courbe directrice s, moins une de ces courbes, sont rectijiables, 
cette dernière sera aussi rectijiable. 

Ainsi, par exemple, si toutes les courbes conjuguées sont 
rectifîabies, la courbe s sera rectifiable. 

En effet, soit (3 = <p(a) Téquation d'une courbe (t en coor- 
données rectangles, ei j=:/(ar) Téquation de la trajectoire s 
dans le même système; puisque le point mobile se trouve sur 
la tangente à la courbe cr, il en résulte que les a, |3 sont des 
fonctions de x; \es <t et les r sont donc aussi des fonctions 
de x; donc, après substitution de ces valeurs dans Téqua- 
tion (6'), on aura s en fonction de x. c. q. f. d. 

Corollaire I. — Si les n courbes conjuguées se réduisent à 
des points, la directrice s est rectijiable; ces points peuvent 
passer à Vinjini. 

Corollaire II. — Si les courbes conjuguées se réduisent à 
des points, et que les forces A|, A2, . . . , A„ soient chacune une 
fonction de la distance du point de la trajectoire à ces points 
correspondants, la trajectoire s est rectijiable. 

Théorème II. — Les mêmes choses étant données que dans 
le problème F, si la trajectoire s est décrite d*un mouvement 
uniforme, il suffit que n — f des courbes conjuguées soient 
rectijiables pour que la n*'"' le soit. 

Corollaire I. — Si {n — 1) courbes conjuguées se réduisent 
à des points, la dernière courbe conjuguée sera rectijiable, 
lors même que toutes les forces seraient chacune une fonction 
de la distance du point de la trajectoire au point correspon- 
dant, pourvu que la force relative à la /i'*'"* courbe conjuguée 
soit constante. 

Cette conclusion n'est pas altérée dans le cas où les points 
passent à l'infini. 

§ Vr. — Des caustiques par réfraction. 

92. Problème VI. — Une courbe lumineuse projette la lu- 
mière tangentieilement à ses éléments; si chacun des rayons 

12, 
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lumineux incidents est réfracté par une courbe j, de telle sorte 
que le sinus de l* angle qu'il fait avec la normale à cette 
courbe soit dans un rapport constant avec le sinus de l'angle 
que ce rayon, après réfraction, fait avec la même normale ^ 
l'enveloppe des rayons réfractés est appelée caustique par ré- 
fraction, et Von demande les propriétés de cette courbe. 

Conditions du problème. — La loi de réfraction donne, 
Il étant l'indice de réfraction, la relation suivante 

(i) cosa, -h jtA cosfl2 = o. 

Ainsi le problème est un cas particulier du précédent. 
Loi des tangentes. — Elle est donnée par Téquation 

, , sin'ai sin^ai sina, + asina3 sina, sina^ 

Loi des rayons de courbure. — Si Ton élimine les D de l'é- 
quation (5] du n® 91 au moyen des relations contenues dans 
la troisième des équations (i) du n*»81, on obtiendra, en 
ayant égard à la relation (i), l'équation suivante : 

^, ^ 

(5) ; • ^ 

/ I ' \ / I I ï\ sin(a, — û,)-,, 

Or, si l'on élimine N, du second membre de cette équation 
au moyen de la formule (2) du présent numéro, on trouve la 
forme[suivante : 



«R, Sii I slna, \ 

Nî "^ ^ N] "^ V^sina, "^ V 




sma. 2sma, sma, 

-M 



^. , , , asm^i asinaj usina^ 

5')< X|\L_ L__^.L^_yeosa. 



R= 



rt, 1 = 0, 
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qui a Tavantage d'exprimer le rayon de courbure de la caus- 
tique au moyen des données de la question seulement, les- 
quelles sont ici les éléments de la courbe lumineuse et de la 
courbe réfringente. Elle conduit aussi directement à Téqua^ 
lion naturelle de la caustique et à sa rectification. 
Rectification. — L'équation (6) du numéro précédent est 

d{ 0", — Ti ) 4- [xd( (Ti — r-i) =: o ; 

elle donne 

(6') ff, — r, -h ]ut(o'2 — r,) = const. 

93. Problème VIL — Caustique par réfraction d'une droite 
lumineuse projetant la lumière perpendiculairement à ses 
éléments. 

Ce cas revient à supposer que la courbe o-, se réduit à un 
point placé à Tinfîni. En ayant égard à ces hypothèses, il faut 
poser les deux conditions <^, nul et Ni in(ini; d'après cela 
on a 

II II/ sin/ï, \ 

et l'équation (5) des rayons de courbure du numéro précédent 
donne la formule 



( 



w, ^ / sma, \^ ,. / sina, \ ... . 

5) a^j iH : } =— RI — : h 2 cosa, -f-uR'sina,. 

^ \ jULSintfi/ \p. smûfi / 



Équation élémentaire. — Supposons que la courbe réfrin- 

ds 
gente s soit donnée par son équation naturelle --r- = ^(e). Oq 

a les relations 



ITT . « . COSâfi 
Ui— ( e -t- S ), cosaa =: I 



\iuai = i/ 



cosVr, 
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d*après cela, l'équation (5) deviendra 
L v'/^'— sin»(e+P)J 

(5'). -; r cos(«-^p) 1 

H-<p'(^)VfA'— sin'(e-4-(â), 

dans laquelle le rayon de courbure «Rj ne dépend que de la 
variable e^ qui fîxe la position du point considéré sur la courbe 
directrice. 
Maintenant, si Ton remarque que Ton a 

ej = Û2 -h e, 

la relation cosûi -h fx cos^i = o deviendra 

(6) sin(e 4- P) -+- fjt cos(£j — e) = o; 

de cette équation on tire e en fonction de e^ 

//'/x / sinS -hacoseaX 

6') ^=:arc(tang = % — ^-^ — • 

^ ^ \ ® cosp + jULSing,/ 

De plus, si pour abréger on pose 



D = v^i-h jut*-+- 2|utsin(e,-f- (3), 
on aura 

. / «. 1^ / «x / . /ax M sin(e2 -+- û) -f- 1 
sin(e -4- p) ==— g cos(e, -4- P), cos(« H- (3) = ^- ^ ^ ^' > 

: — a sin (ea -f- S) 4- a' 

V^jtA» — sin»(e -4- P) =± î- ^ ^ ^^ ^; 

en ayant égard à ces valeurs, 1 -équation (5') donnera Téqua- 
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tion naturelle de la caustique, qui est 

d(Tt 



fz-j-sin(e,-i- p) 

(7) \ =fx(p(e)-i= ^ ^ ^ ^ C05( e, -+- 13 ) 

[i -f-/x*-4- 2|ULsin(g2 -f- P)]' 

a // N [/:x-+-sin(ea-4- 6)1» 

[x-4-]tx^-4- 2^sin(eî-l- (3)]"' 

pourvu que Ton remplace e sous les fonctions 9 et cp' par sa 
valeur tirée de l'équation (6'). 

Si Ton suppose Çt nul, c'est*à*dire les rayons lumineux inci- 
dents perpendiculaires à Taxe 0^ auquel la courbe réfringentes 
est rapportée» on a Téquation 



d(Ti 

dso , , -aa^ -+- Sasinsj -+-I 

; ==|tJt(p(e)— î= ^ ^COS 



(^') ^ r-smç. (|oi»-i-2^sinç, + i)^ 

(fx-hs ine,)'. 



h 



i' 



(/x*-4- 2|utsinç2-+-i) 
avec la relation 

— u COSÊî 

e = arc lang = — ; — • 

° H- jUt Sin Ea 

Si l'on suppose que la courbe réfringente est un cercle de 
rayon (, on trouve l'équation naturelle de la caustique 

doi 

dti . 2jtji^-+- 3asin€, H- I 

— — - — ; z= fXO 1 COSEj. 

IX -\- sine, (^»+2|oisins,-Mr 

Cette équation convient également à la caustique par réflexion 
d'une droite lumineuse, il suffit 3e poser fx m — 1 , on trouve 
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alors 

sin 



= — * ^ ' r = 7 6 cos ( 7 



[^-cos(^-e,)]' 

qui est Téquation naturelle de Tépicycloïde (n"* 87). 

94. La courbe réfringente est une droite dans le problème FI, 
Conditions du problème. — Dans ce cas, on a les relations 

(i) . N. = D„ N,==D, 

et aussi les conditions angulaires suivantes : 

, . • sin a, sin «a Dj sina, 

(2) C0Sai-+-aC0Saj=O, — =r V- II' ■ =0» r=r'=:'^U.^, 9 

si Ton prend la droite réfringente pour axe Ox de la caustique 
as = Ej. 

Équation élémentaire de la courbe. — La formule des rayons 
vecteurs devient, après quelques réductions, 

/ox « .sin*aj^ a^cosfljsinaa/ , vrk 

^ ■ ^ sin»a, sin'a, ^ 

de laquelle on déduit 

(3') A,= fisina^ — ^[|ut^,sin»aa-+-(fx»— i)D,cosa,]. 

(l — /jt'COS'aa)' 

Applications. — i^ La courbe lumineuse est un point. 
En. représentant par p une constante, on a les conditions 

(4) ^, = 0, D. = -r^=-^^-, 

la valeur de ^3 précédente devient alors 

(5) 51.,— Pj^(f' — Pcostfasinfla ^ 

(i — /x^cos'a,)^ 
donc la courbe esldne développée de conique (n* 39). 
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a® La coui^be lumineuse est une parabole. 
On a les conditions (n"" 29} 

^ b b cosai 

sm'ai sin^fid 

donc l'équation (3') donne les reiaiions suivantes : 



(6)' 



fjLsinas r . sin'a, (|ul*~ i)6/zcos*<iîn 

/ , , >T L sin*a, sin*a, J' 

(l — /X^COS^Ûa)* ^ ~* 

^j = 7 — —^ — \ — T. [buLSïn^a^ -+-(a2— i)6u cos^a^]. 
(i — jui'cos'aa)» ■■ ^ ' ' ^ 

3** Za courbe lumineuse est une cyclotde. 

Les conditions de la question sont (n** 24) * 

(7) ^i = 2mcosai, r=:msinai, D = -: = m, 

sinai 

et réquation élémentaire de la courbe est donnée par Tune 
des deux équations suivantes : 

^ mu^ cos 02 si n //2 r . . . ^ ^ . ^■^ 

Sit — ^ J[2|5ji(i— |x^cos^a2)-f-(itx' — i)]. 

(l — jUt^COS^fla)* 

^ 2/w/x» cosa^sinfir, ma^^dut'— i) cosaaSinaj 

V^I-^p'COS'ûa f I - a» COS'a,)^' 

95. La courbe réfringente est un cercle. 

Problème VIII. — Un point lumineux B {Jig. 3i), placé sur 
la circonférence d'un cercle, projette des rayons réfractés par 
la circonférence de ce cercle; trouver la caustique dans le sys- 
tème des coordonnées Ts, ^2. 

Conditions du problème. — On a les relations angulaires 

, ^ ( COSOi -4- aC0Sa2?= O, e -h TiOi =z, 

(0 i 

( ç, =r rtï 4- e, 2a, -4- £2 =^ TT -4- «a. 



&6 UTis H. — comHKr lAiiuMiiii A BIS sHSt^Oy nrc. 
C^mréomméa fmnjgÊniitik» r*^ n*. — Om a r< 



Fîi; 5 



1, _ 
^ I- 

4 " 



_«« 



donc rtquatioo (3) du n* 9â doaneia b relaiioo soivuite 

sin^Ai asin^tf: sîn«, cisinoz 

' H- ^^ ^ = — =r-^ -f- ' n > 



00 



v/?- 



COS*tf, 

(2) - — .... 

qui donne le rayon tangentiel de la caustiqiie. 
D'ane aalre part, on a la relation 

(3) # = Re = R(- — 2fl,)=rRj^- — 2 arc ( cos = — 51 cos a, )] ; 

on a donc r. et # en fonction de a^. 

Rayon de courbure. — Il faut, dans Téquation ( 5' ) du n** 92, 

poser R' et ^ nuls, et R égal à — ; on trouTe alors 

, /v ^ (sina, + usinas)(sinai +5u sinai)sinaiCOsas 

( 4 ) -=r- = 2 U ^ — y 

R (sina, -»- ^kasina,)' 

dans laquelle il faudra poser 
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On vérifie cette équation dans le cas de la réflexion de la 
lumière; il faut faire [i ==— i, et Ton tombe sur une épicycloïde 
qui est la caustique par réflexion du point lumineux situé sur 
la circonférence du cercle réfléchissant. 

Équation naturelle de la caustique, — Il faut remplacer 

dans réquation précédente ^2 par ^9 et éliminer a» entre 
celte équation et Téquation 

(1') sin(- ^ J -4- jut cosa3 = o. 

Le résultat de Télimination donne l'équation naturelle de la 
caustique. 

Rectification, — L'équation (6) du n® 92 donne, (o-»)» (n) 
étant les valeurs initiales de 0-3 et de r,, la relation suivante : 

(3) |[z((72 — r^) — n = fx[((70 — (''a)] — (/••); 

or Ti et Pi sont connus en fonction de a^ donc l'arc 0*2 est aussi 

connu en fonction de cette variable. 

Quadrature. — Chercîions Taire balayée dut par le rayon r,; 

on a 

2 



dui = -^ dz2, 
2 



eiconséquemment 



^ ^' V \/' — u^cos-'aj 

(6) \ , \ ! ^ 

, r\ da-i I a|ut sin flj -î- \/ 1 — {^' cos^a, 

v/i— /jL*cos*aj 

d'où Ton déduit l'équation 

, , K^ix*sïn*a2dai 
fJL*du =r — ^ — = > 

(2juisina2-+- VI — [x^ cos'ajjV" -— fx'cos*a» 
dans laquelle les variables sont séparées*. 



L. 
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96. Des développantes des caustiques par' réfraction. 
Question. — Étant donnée une courbe lumineuse 2, [fig^ 3^ ) 

Fig. 3a. 




projetant la lumière suivant ses normales , trouver une déve- 
loppante ^2 de la courbe (jj, enveloppe des rayons réfractés. 

Solution géométrique. — Il s'agit de construire la courbe 2a 
sans connaître la courbe Ci. Les rayons lumineux projetés par 
la courbe 2i, tels que ACi, ont pour enveloppe la courbe ex, 
développée de la courbe 2i. Cela posé, si dans les équations (i) 

et (6') du n** 92 on pose |ut =r -, elles deviennent 



(I) 
(2) 



cosa2 + vcosa, = o, 
rf(72 = dr2 -4- V ( rfr, — dd^ ). 



Soit A a, un rayon incident; si Ton élève une perpendicu- 
laire à ce rayon au point «i jusqu'à sa rencontre en D avec la 
tangente à la courbe s au point D, et que du point A comnne 
centre avec un rayon égal à v. A ai on décrive un arc de cercle, 
il coupera le cercle construit sur AD en deux points «a, «a; on 
aura donc la relation 



(3) 



A a, cos«2 Al) =^ v( /', — 0",) cosé/, ; 
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or on a 

Aa, =(r,— ■ (t); 

« 

on aura donc la condilion 

(4) cosajAD = vcosriî. 

Conséquemment Tangle «jAD est égal à «r, — tt, donc A a, est 
le prolongennenl du rayon réfracté. 
D'une autre part, Téquation (2) donne 

d(Ti = dr-i, -f- rf( A «2 ) ; 

donc le point a^ est un point d'une développante de la caus- 
tique 0-2 . 

Cette construction montre que, si Tindice de réfraction prend 
toutes les valeurs possibles, on aura une infinité de caustiques, 
et les points tels que a^ des diverses développantes corres- 
pondant au rayon incident A ai seront distribués sur la cir- 
conférence d'un cercle qui a AD pour diamètre; de là on tire 
le théorème suivant : 

Théorème. — Les développantes des diverses caustiques par 
réfraction d*une courbe lumineuse 2| par rapport à une même 
courbe réfringente s obtenues' d'après différents indices de 
réfraction sont telles, que le lieu des points tels que o^ de ces 
développantes correspondant à un même point a, de la courbe 
lumineuse est une circonférence de cercle. 

Le point as symétrique de as par rapport à la tangente au 
point A à la courbe réfringente est un point d'une courbe 2, 
qui, projetant la lumière suivant ses normales, aurait pour 
caustique par réflexion, par rapport à la courbe réfléchissante 5, 
la caustique par réfraction Ci de la courbe 2i par rapport à la 
même courbe s considérée comme courbe réfringente. On 
conclut de là le théorème suivant : 

Tbêorèhe II. — Si de l'un des points A de la courbe s comme 
centre on décrit un cercle avec un rayon égal à v(ri — o*,), 
l'enveloppe de [ce cercle de rayon variable se composera de 
deux branches Sj, Ss; la première sera la développante de la 
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caustique par réfraction de la courbe ln^ et la seconde une 
caustique secondaire par réflexion de la caustique par réfrac- 
tion. 

Corollaire. — Lorsqu'on connaîtra l'une des deux branches^ 
on obtiendra l'autre branche en cherchant V enveloppe des 
cercles tangents à la première, et dont les centres se trouvent 
sur la courbe s. 

On déduit aussi de ce qui précède le théorème suivant : 

Théorème III. — Si Von prend les symétriques par rapport 
à la tangente AD au point A de la courbe s et des deux bran- 
ches 2,, Sa, et qu'on fasse rouler sur la courbe s sa courbe symé- 
trique, de telle sorte qu'elle entraîne le plan qui la contient 
et les courbes symétriques tracées dans ce plan, la symétrique 
de la première branche enveloppera la seconde branche, et la 
symétrique de la seconde enveloppera la première. 

97. Solution analytique. — Cette solution a ce caractère 
qu'elle fait connaître la développante Za de la caustique par 
réfraction sans intégration, bien que la recherche des déve- 
loppantes des courbes soit une question de calcul intégral. 

Coordonnées tangentielles. — Si Ton fait usage des coor- 
données tangentielles par rapport à la courbe s considérée 
comme directrice, il s'agit de déterminer le rayon Aa*, et 
l'angle DAa„ que nous représentons le premier par p et le 
second par P; on a donc les équations 

(i) p=zv{ri — (T, ), cosp = vcos/ii, 

qui ne dépendent que d'une seule variable. On trouverait de 
la même manière les coordonnées tangentielles de la bran- 
che 2s. 

Rayon de courbure. — Soient F,, T, les rayons de courbure 
des courbes 2,, 2,; d'après ce que nous venons de dire, on a 
l'équation 

(2) Fî H- vF, = Tj -t- vr,. 

Si Ton élimine r^ au moyen de l'équation (2) du n<» 92, on 
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aura l'équalion 

(3) r.-+-/zr,-r.=:: 



I / sinût \ 1 

Rsinas \fx sinas / /xti 

dans laquelle Fs ne dépend que d'une seule variable qui fixe 
la position du point. 

Rectification. — Elle résulte des formules précédentes; en 
effet, si Ton exprime Fj en fonciion de gj au moyen des deux 
relations 

(4) e, = a, -he, e,==a2-4-e, 

et des deux relations (i) du présent numéro et (2) du n" 80, 
on aura la longueur de Tare Isau moyen de Téquation 

(5) rfSa = Fjrfe». 

Quadrature. — Si Ton appelle rft) Taire infiniment petite 
décrite par le rayon de courbure F2, on aura Téquation 

(6) d'0 = ^Y\du. 

Coordonnées par rapport à la courbe 2,. — Si Ton prend 
pour courbe directrice la courbe lumineuse 2i, ce qui, dans 
plusieurs cas, offre un avantage réel, les coordonnées taugen- 
tielles de la développante Is par rapport à cette directrice 
sont la longueur oLxa% et Tangle que cette droite fait avec la tan- 
gente en ai à la courbe 2,. Soient pi et d ces coordonnées, on 
a, en projetant le périmètre du triangle axOL^k sur la ligne aiai, 

la relation 

a, a, = a, A sina^ H- a» A sinai, 

d'où l'on déduit 

{7) p. = ('•1 — o-,)(vsina, 4- v^i — v^cos^«,), 

que l'on peut écrire sous la formule suivante : 
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d'autre part, on a a3aiD = a2 — tt, d'où l'on tire la condition 

rf(r, — a,) 



(2) cos6 = vcosa, = V 



ds 



donc les deux variables pi et 6 sont des fonctions d'une seule 
variable. 

Dans le cas où la courbe 2i se réduit à un point, et en appe- 
lant di l'angle que a, as fait avec la direction fixe oix et e, l'angle 
que A a, fait avec ax^ on a la relation 

0, z= H h fil = «2 -♦- e, • 

2 2 

Les deux équations (7') et (8) sont donc remplacées par les 
deux suivantes : 



•V 



r?rf£, ./ dr\ 



^'^'-dr^'^V'-'W 



COS0, — — V -5- sme, -+- cose 

as 






qui font connaître les deux coordonnées polaires p» et 0» en 
fonction d'une seule variable e,. 

Application. — La courbe réfringente s est un cercle de 
rayon R, et la courbe lumineuse 2i un point pris sur la circon- 
férence de ce cercle. On a les équations 

r, = 2R cosa,, û, = £,, 

p, m r, (y/i — v^cos^fli -4- v\^i — cos'a,), 

sin0, =— V cos'a, -4- V'i -f- cos'a, sji — v*cos*a,, 

desquelles on déduit l'équation de la courbe 2i en coordon- 
nées polaires 

pî z= R2(n- v^ — 2v sin0,). 

§ VIL — Des courbes conjuguées d'après diverses lois. 

98. Problème IX. — n courbes sont conjuguées suivant 
leurs tangentes concourant en un point d'une directrice par 
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la relation 

dans lesquelles A,, A,, . . . , A„ sont des constantes ; trouver les 
lois qui régissent ces courbes. 

Loi des tangentes, — L'équation (i) fait connaître elle- 
mênïe la loi d'après laquelle sont liées les projections des 
rayons tangentiels sur la normale à la courbe. D'une autre 
part» on a l'équation : 

2A V A 

de laquelle on déduit la relation suivante, dans laquelle k est 
la constante introduite par l'intégration : 

(3) elk + lkaz=ik. 

Si la directrice est donnée ainsi que le faisceau de {n — i) 
courbes conjuguées, les deux équations feront connaître les 
deux coordonnées a„ et r„ de la /i'*'"' courbe en un point quel- 
conque de la directrice. 

Loi des rayons de courbure. — Si nous prenons la dérivée 
de l'équation (i), nous aurons la relation 

,,, V^Acos« V^Asina/i i\dr 



or on a (n« 63) 



dr ^ , , 

■-j-=êi — rcota. (n) 



dr 
Donc, si l'on remplace les -r- dans l'équation (4), elle de- 



viendra 






t3 
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OU bien 

que Ton peut écrire sous la forme suivante : 

Cette équation fait connaître d'une manière facile le rayon 
de courbure de la /i"'~' courbe conjuguée. 

Remarque L — Si le second membre de Téqnation don- 
née (i) était une constante e, on aurait à la place de Téqua- 
tion (3) la suivante : 

(3') eJ.A.'h l\a = cs -i- k. 

Or on a 

^ = U, 8= rRde; 

en portant dans Téqualion précédente, on aurait 

(3") elk'{-lAa=^c f Rrfe-h/r; 

on a donc une relation entre eeia^ai,,.,, an, 
La loi des rayons de courbure est la même que ci-dessus. 
Remarque IL — Si Téquation (i) est 

Ssina n , . \} i n 

-r=v °"*"'" 2n = c' 

ce qui revient à dire que C moyenne harmonique des nor- 
males est constante, la normale de la /i'*'"* courbe N« se con- 
struit en vertu de cette propriété. 
On a de plus 

ne -f-2a=: k. 

Celte relation fait connaître la direction de r„; et si deTextré- 
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mité de Nn on abaisse une perpendiculaire sur la direction 
-de r„ on aura Textrémilé du cay^fi tangentiel r„. 

La formule des rayons de courbure (4'^) donne la loi qui 
régit ces rayons, pourvu que les coefficients tels que A soient 
remplacés par l'unité. 

99. Problème X. — n courbes sont conjuguées suivant leurs 
tangentes concourant en un point d'une directrice par la , 
relation 

(i) 2 Acp(o- — r) = c, 

dans laquelle cp est une fonction quelconque et e une constante; 
trouver les lois qui régissent ces courbes^ 

Loi des tangentes, — Si I*on différentie la relation précé- 
dente, on aura 

(a) 2A(p'((T — r) cosa == o; 

qui fait connaître la loi d'après laquelle les angles ^i, at, as,..., 
.«„ sont conjugués. • 

D'une autre part, si Ton différencie cette dernière équation, 
on aura 

• 

(3) 2k(f*'{(j— r)cos^rt — 2Acp'((7 — r)— |r-=o; 

1 I 

^ette équation donnera — et, par suite, — ^ on connaît donc 

la loi d'après laquelle les rayons tangentiels sont conjugués. 

Loi des rayons de courbure. — Par une troisième différen- 
tiation, on trouve 

« * «,, ^'o» /// .cosasina 
2A(p'^((T — r)cos»« — 32A(p"((x — r) 

(5) ; 

Nous avons trouvé <n° 81) 

cosfl sin'rt dr IV D' 

Dr" "^~h" ^~" K"^"^D^' 

i3. 
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or le dernier lerme de Téqualion (5), en vertu de la relation 
précédente, devient 

2A<p'((T— r) -rr^ sinfl 

(6) j =2A(p'(<r~r)-^^-2A9'(cr-r) — — 

R' 

— 2A(p'((7— rj^sinfl, 

relation que Ton peut écrire sous la forme suivante : 

D' 

2Acp'(o' — r) :=- sina 

(&) i 

i V A / N^ R' \ 

I =:\ --(p'(<7 — r)(,5R.'— Ncosfl — -rr-cosa — -jT-^N^sin^ j- 

Si dans Téquation (5) on remplace le dernier terme par sa 

valeur tirée de cette dernière, on obtient la formule 

f 

V 4 //// \ , 5\-A fff .costfsin^Tî 
2A<p'"(o' ~ r)cos'a — 32A9"(o- — r) r- 

(^'^ 1 -^S^3?'(^-^)[^-(n+|V^;)cos« 

R'N» . 1 
— -*5T-sinaJ = o. 

Cette formule est tout à fait générale, et renferme toutes les 
précédentes analogues trouvées dans les différents problèmes 
que nous avons résolus. 

100. Problème XI. — Les longueurs ^, /j,..., tn des tan- 
gentes menées d*un point d*une courbe s à n courbes don- 
nées (7i, o-j, (73, ... , (7n sont conjuguées d* après la loi 

m 

trouver la loi d'après laquelle les inclinaisons de ces tangentes 
sur la courbe s sont conjuguées ainsi que la loi qui lie les 
rayions de courbure. 
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Variations première et seconde d'une tangente t par rap- 
port à ds. — Soienl(/g-. Sa bis) MM', M' M'' deux éléments c on 




sécuiifs de la courbe s\ NN', N'N'' deux élémenis correspon- 
dants de la courbe ex; JM, J'M' jles positions consécutives de* 
la tangente t ; NO le rayon de courbure Si de la courbe c, et r la 
ligne qui joint le point M avec l'extrémilé de A, on a les 
deux relations 

(2) dt=zdscostds — d(7, tde = dssïntds; {n) 

la première donne, en ayant égard à la seconde et à l'équation 
naturelle de la courbe c 



(3) 



dt tcostds — Sis'intds 

ds 



t 



- cos ra5. 



(n) 



Cette dernière relation provient de ce que, dans le triangle 
dont les côtés sont t, r, ^, la projection du côté r sur ds est 
égale à la somme des projections des deux autres côtés sur 
cet élément. 

Convenons que, lorsqu'une droite t prend une position infi- 
niment voisine, nous la représentons par la même lettre ac- 



/\ 



centuée /'; il est évident que la variation d'un angle tr est 
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égale à la somme des déviations des côtés; d'après cela, on 
aura les équations, en ayant égard aux signes, 

(4) d(r,ds)={ds,ds')^[r,r^), d(t,r)=[t, t')^{r, r'). {n) 

Or, si Ton projette le périmètre de la figure MIM'0'0 d'a- 
bord sur r et ensuite sur une perpendiculaire à r, on obtient 
les deux équations 

dr^zdscosrësf-^ dUsxtïrty I 

rsinrr' = disin{r, rfsj— rf^cos(r, /). ) 

Or la seconde de ces équations peut s'écrire sous la forme 

(r, r') '^^ . ,, , , ,, V sin{/, rf5) , . 

— ^-^ = 7;:Sln(^ rf5)cos(/, r) -^ i- {n} 

D'après cela, la première des équations (4) donne la for- 
mule 

.^. d{r,ds) i sin(r,rf*) . ^' . ,, . v ,* % / v 

(6) ' j^ = ^ '-^ ■' -f- — sm(/, ds) cos( /, r). (n) 

Ces formules étant établies, si l'on prend la variation par 
rapport à ds de la seconde des équations (3), et qu'on y rem- 
place les variations de l'angle (r, ds) de dr et de dt par leurs 
valeurs tirées des équsftions (6), (5) et (3), et que de plus on 
remarque que l'on a les deux relations 

d^ ^'sin(^rf5) ,, ,v , .. f. . . . 

(7) ■^ = ^ -^ {i,ds}=(r,ds) — {t,r)y (n) 

on tombera sur la relation simple 

/ d fdt\ j^ sin (r, ds) £ rcos^(r, t)— cos' (r, dsY\ 

)rfïV5iJ^~ Rcos(r,0 "^/L cos^(r, J , . j 

^^ sin^(/,rf^) 

r^ cos'(/, r) 

Zoi (/e5 inclinaisons des' tangentes. — Différentions l'équa^ 
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lion (1 ) par rapport à dsy el ayons égard à la seconde des équa- 
tions (3) qui est le type de n équations semblables; nous 
trouverons la formule 

^^^ Zddt cos(r, 0' 

qui donne la loi des inclinaisons. 

Loi des rayons de courbure. — Si nous prenons la différen- 
tielle seconde de réqualion(i) par rapporta ds^ nous trouvons 

\d\f(d£\ \^d^(dt\_ 
2j dt^ \ds^l "^2j dt ds \ds) " ^' 

Or si Ton remplace dans cette équation les dérivées premières 
et secondes des t par rapport à ds Urées des équations (3) 
el (8), el que Ton pose, pour abréger 



7^-r 



on obtiendra Téquation suivante : 

i\^ df sïnjr, ds) _\^ df \r cos'(r, rf^) "! i sin^jt.ds) i 
k2j dt cos(r, /) '^2d dt ( [/ cos^(r, t) } t cos'(^ r) v 

d'f cos^{r,ds) 



i 



dt^ cos'(r,7) 



Celte équation montre que la courbure -^ de la courbe di- 

rectrice s'obtient au moyen de la division harmonique lorsque 
les n courbes (a) sont connues. 
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CHAPITRE II. 



DES ROULETTES. 



La théorie des roulettes s'établit d'une manière aussi facile 
que directe lorsqu'on fait usage des systèmes de coordonnées 
établis dans les Chapitres III et IV. On parvient ainsi à obtenir 
les propriétés connues de ces courbes, et à trouver quelques 
propriétés nouvelles non moins intéressantes. L'ensemble de 
ces recherches forment la matière du présent Chapitre. 

101. Problème I. — Le mouvement d'un pian (Jig, 33) est 




o 



X 



déterminé par la condition qu'une courbe Ci située dans ce 
plan roule sans glissement sur une courbe plane donnée C; 
trouver la courbe engendrée par un point 0', du plan mobile. 

Le point décrivant 0', engendre la roulette, la courbe C fixe 
est appelée base de la roulette. 

Équations différentielles. — Si Ton suppose la courbe Ci rap- 
portée à un système de coordonnées polaires r,, 0, 0' étant le 
pôle, et Taxe fixe dans le plan mobile étant une droite 0':^', en 
appelant a, Tangle du rayon r, (O'A) et de la tangente en A, 
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dsx rélément d'arc, et Ri le rayon de courbure, on aura les 
relations suivantes : 

r^dB . rfr, i sina, rf«, 

dsx dsi R, r, a5, 

D'une autre part, la développée B de la roulette étant rap- 
portée à ses coordonnées tangentielles r, a, par rapport à la 
ligne C comme directrice, si Ton appelle ûfo-, l'élément d'arc 
de cette développée, de Tangle de contingence, ds l'élément 
d'arc, R le rayon de courbure de la courbe C, on aura (4o) les 
équations 

, ^ rdz . rf(r-ho"iJ i sina da 

(a) -^=s.oa, — j^_^cosa, _ = -- + ^, 

auxquelles il faut joindre les relations qui ont lieu au point 
de contact 

(3) ds = dsiy a -h ai.=:z r:. 

Tangente à la roulette. — Si on ajoute les équations qui 
donnent cosa, cosa,, on trouve la condition 

(4) rf(r-f- r, -I- (7i) = o. 

Donc, si l'on appelle ^, le rayon de courbure de la roulette, 
on aura la relation 

(5) a, = r4-r,. 

Cette équation montre que, si du point de contact A des 
deux courbes C, C, on mène la droite AO', elle sera normale à 
la roulette, et, par conséquent, un point 0' quelconque du 
plan mobile décrit un arc de cercle infiniment petit autour du 
point A comme centre. Ce point A, autour duquel s'effectue la 
rotation de la figure pendant un temps infiniment petit, porte 
le nom de centre instantané de rotation. 

On déduit le théorème suivant, qui a une grande impor- 
tance : 

Théorème L — Le point de contact A des deux courbes C, 
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Cl est le centre instantané de rotation de la figure mobile, et, 
cette rotation est en ce point égale à la somme ou à la diffé- 
rence des angles de contingence des deux courbes suivant 
qu'elles ont leurs convexités contraires ou de même sens. 

Rajron de courbure, — En ajoutant les équations qui donnent 
sina, sina, dans les groupes (i) et (2), on obtiendra la relation 

(6) (i + l)sin«=l+i.. 

Cette équation fait connaître r,, et par conséquent le rayon 
de courbure ^1 est connu par suite de l'équation (5). 

Coordonnées rectangles. — Résolvons maintenant le pro- 
blème dans le système des coordonnées cartésiennes. 

Soient les deux courbes C et Ci rapportées Tune et l'autre à 
des axes rectangulaires, les premiers fixes et les seconds mo- 
biles avec la courbe Ci, invariablement liés avec elle, et ayant 
leur origine au point 0'. Soient Xy j, les coordonnées du 
point de contact de la première par rapport aux axes fixes, 
et Xyy ji les coordonnées du même point en tant qu'appar- 
tenant à la seconde courbe par rapport aux axes mobiles. Si 
Ton appelle a, (3 les coordonnées du point décrivant par rap- 
port aux axes fixes, et ri la distance du point de contact au 
point 0', on aura, pour chacun des deux axes fixes, une équa- 
tion semblable à la suivante, qui se rapporte à Taxe des x : 

(5) a = ^+ rx\QOs(rxy ds) cos{dsj x) + cos(Ri, r,)cos(Ri, a;)]. 

Si Ton appelle 0, l'angle que r, fait avec l'axe 0' j;', l'équation 
précédente devient 
. ,, [drxdx ridQi dr\ 

dri Tj dOi 
or, par rapport aux axes mobiles, r,, --r- > -—j — sont des fonc- 
tions de la variable qui fixe la position du point, variable que 
l'on peut supposer être 5, ; de même, par rapport aux axes fixes, 

dx dv 
^, -7-> -y- sont des fonctions d'une seule variable que Ton 
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. peut supposer être s; maïs, comme on a cette condition que ds 
et dst sont égaux, il en résulte que les deux arcs s et 5, ne 
diffèrent que par une constante. Donc les deux seconds mem- 
bres des deux équations contenues dans le type (7') sont 
fonctions d'une seule variable. Ce sont donc les équations de 
la roulette par rapport aux axes fixes. Nous ferons quelque- 
fois usage de cette méthode. 

102. Théorèmes relatifs aux courbures. — • On déduit de 
réqualion (6) le théorème suivant : 

Thëorème II. — Le conjugué harmonique D du point de 
contact A par rapport au centre de courbure de la courbe C, 
et au symétrique du centre de courbure de la courbe Ci relati- 
vement au point k^ le conjugué harmonique du point A par 
rapport au centre de courbure de la roulette et au symétrique 
du point décrivant relativement au même point A, sont situés 
sur une circonférence de cercle tangente aux courbes C, Ci au 
point A. 

Corollaire, — Si Ton représente par dtù la rotation élémen- 
taire de la figure, on a 

/ , d(ù \ , i 

in \ 3^ — H- — . 

^^^ ds R"~"R, 

Construction du rayon de courbure de la roulette. — Dé^ 
terminez le point conjugué harmonique D, projetez ce point 
sur la direction de r en d, déterminez le quatrième harmo- 
nique des points d, A et du symétrique du point décrivant re- 
lativement au point A, ce quatrième harmonique est le centre 
de courbure de la roulette. 

Le cercle tangent au point de contact A des deux courbes 
C, Cl, et passant par les deux points D et d, est indépendant 
de la position du point décrivant 0; on déduit : 

• 

Théorème III. — Si l'on considère les différentes roulettes 
engendrées par les différents points du plan mobilcy et qu*on 
prenne le conjugué harmonique du point de contact A des 
deux courbes C et Ci par rapport au symétrique d'un quel- 
conque des points décrivants relativement au point A, et le 
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centre de courbure de la roulette correspondante , ce conju- 
gué harmonique se trouve situé sur la circonférence d'un 
même cercle, ayant AD pour diamètre , quel que soit le point 
décrivant. 

Théorème IV. — Si l'on considère les différentes roulettes en- 
gendrées par les points du plan mobile, situés sur une circon- 
férence de cercle quelconque, tangente aux deux courbes C, 
Ci en leur point de contact, les centres de courbure corres- 
pondants des roulettes se trouveront situés sur la circonfé- 
rence d'un autre cercle tangent aux courbes C, C, en leur 
point de contact. 

Théorème V. — Si l'on considère les différentes roulettes en- 
gendrées par les points du plan mobile situés à V infini, les 
centres de courbure de ces roulettes se trouvent distribués sur 
un cercle tangent aux courbes G, Ci en leur point de con- 
tact A, et ayant pour diamètre la moitié de AD, cercle i- — | • 

Réciproquement, si Von considère les différentes roulettes 
engendrées par différents points du plan mobile, situés sur la 

circonférence du cercle symétrique du cercle ( — ) par rap- 
port à la tangente au point A des courbes C, C,, les centres de 
courbure correspondant à ces différentes roulettes seront si- 
tués à V infini; ce qui revient à dire que les roulettes ont aux 
points correspondants une inflexion. 

Théorème VI. — Si l'on considère les différentes roulettes 
engendrées par des points du plan mobile situés en ligne 
droite MN, les centres de courbure correspondants de ces rou- 
lettes seront situés sur la circonférence d'une conique déter- 
minée par ces cinq conditions quelle est tangente aux deux 
courbes C, C, en leur point de contact, et quelle passe par les 

intersections du cercle ( — j avec la parallèle à la ligne MN 

menée par le point de contact, et par les intersections du 
cercle (AD) avec la symétrique de la droite MN par rapport 
au point A; ces deux cercles étant tangents aux courbes C, Ci 
en leur point de contact. 
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Remarque. — Le cercle dont le diamètre est AD serait 
constant de grandeur, si les deux courbes C, Ci étaient telles 

que la somme de leurs courbures ( -r -h tt ) restât constante; 



cette circonstance se présente lorsque les deux courbes C, Ci 
sont deux cercles; mais, quelle que soit Tune des deux 
courbes C, Ci, on peut toujours déterminer l'autre de telle 
sorte que la somme de leur courbure reste invariable. Si cette 
condition est remplie, et que Ton considère deux points du 
plan mobile tels que le premier, dans une position de ce plan, 
occupe, par rapport à la tangente et à la normale au point de 
contact des deux courbes C et Ci, la même situation qu'oc- 
cupe le second point, dans une seconde position du plan mo- 
bile, par rapport à la tangente et à la normale au nouveau 
point de contact des courbes C et C, le rayon de courbure de la 
roulette engendrée par le premier point sera, dans la première 
position de la figure, égal en grandeur et situation au rayon 
de courbure de la roulette engendrée par le second point, re- 
latif a la seconde position de la figure. 

103. Problème II. — Le mouvement d'un plan est déter- 
miné par la condition qu'une courbe C [fig> 33 bis) y située 

Fig. 33 bis. 




dans ce plan, roule sans glissement sur une courbe plane C; 
trouver l'enveloppe v d'une courbe v' située dans le plan mo- 
bile. 
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Équations différentielles. — D'après les principes établis 
au n** 50, si du point de contact A de deux courbes C, C on 
abaisse une normale sur la courbe v', le pied E de cette 
normale appartient à la courbe v, enveloppe de la courbe v'. 
Soient Siy Sif les rayons de courbure de v et 1/ en leur point de 
contact; si Ton rapporte la courbe développée B de la courbe v 
à ses coordonnées tangentielles r, a par rapport à la courbe C 
comme directrice, et la courbe B' développée de v' à ses coor- 
données tangentielles r\ a! par rapport à la courbe C comme 
■directrice, rfo-, rfe, Jœ', dz' étant les arcs et les angles de con- 
tingence de ces deux développées, les notations du n"" 101 
relatives aux courbes C, C étant conservées, on aura les équa- 
tions 

rdz . dir-\-(T] i sin/i da 

— î— = sina, —^ — = cos«, — 



, ds ds i\ r d$ 

' r'dz' . , rf(r'4-(7') , I sinû' da' 

ixuxqueiles il faut joindre les conditions 
(2) ds:=ds\ a-ha'=:r.. 

Tangente à V enveloppe v. — Si l'on ajoute les équations qui 
donnent cosa, cosa', on trouve que rf(r 4- r'-f- o- -h a') est 
nulle, et, par suite 

Cette équation montre que, si du point de contact A des deux 
courbes C, C on abaisse une normale n sur la courbe v', le 
pied de cette normale appartient à la courbe v enveloppa de v\ 
<;e qui est conforme au principe établi n° 50. On a donc un 
point de Tenveloppe v et la normale en ce point. 

Rayon de courbure de l'enveloppe. — En ajoutant les équa- 
tions qui donnent sinû, sin«', après les avoir divisées, la pre- 
«lière par r, la seconde par r', on trouve 



<3) (l-,i.)sina=(i + i; 
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I Cette équation et la précédente font connaître le rayon de 



courbure de l'enveloppe de v'. 

Théorème I. — Si l'on prend deux conjugués harmoniques D^ 
d du point de contact A, le premier par rapport au centre de 
courbure de la courbe C et au symétrique du centre de cour-- 
bure de la courbe C, et le second par rapport au centre de 
courbure de la courbe v et au symétrique du centre de cour- 
bure de la courbe y/, ces deux points D, d sont situés sur une 
circonférence tangente aux deux courbes C, C en leur point 
de contact. 

On déduit la construction du centre de courbure de Tenve- 
loppe V de la courbe v', comme on Ta donnée au numéro pré- 
cédent. 

Ce cercle tangent au point A est indépendant de la position 
de la courbe v et de la nature de cette courbe. On déduit : 

Théorème II. — Si l'on considère les différentes enveloppes 
correspondant à différentes courbes v', v', ,. . . situées dans le 
plan mobile y les conjugués harmoniques du point A de con- 
tact des deux courbes C, C par rapport aux symétriques, re- 
lativement au point A des centres de courbure des courbes v', 
v', , . . . et aux centres de courbure des courbes enveloppes 
correspondantes, se trouvent distribués sur la circonférence 
d'un cercle d'un diamètre constant pour chaque point A, et 
tangent en ce point aux deux courbes C, C. 

Théorème III. — Si l'on considère les différentes courbes v', 
v'j , v'j , . . . , situées dans le plan mobile, telles que leurs cen^ 
très de courbure correspondant au point ^k de contact des 
courbes C, G soient situés sur un cercle tangent au point A 
aux courbes C, C les centres de courbure des enveloppes cor- 
respondantes seront situés aussi sur la circonférence d'un 
cercle tangent aux courbes C et C en leur point de contact A. 

Théorème IV. — Si r on considère les différentes courbes v\ 
v',, Vj,, . . , v^, situées dans le plan mobile, telles que les centres 
de courbure correspondant au point A soient situés sur le 
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symétrique du cercle f — j » les centres de courbure des enve- 
loppes correspondantes seront situés à V infini. 

Théorème V. — Deux courbes parallèles situées dans le plan 
mobile envelopperont deux courbes parallèles situées dans le 
plan fixe. 

De là on déduit : 

I" Deux droites parallèles situées dans le plan mobile enve- 
loppent deux développantes d'une même courbe; 

2** Deux cercles concentriques, dont Tun peut se réduire 
à un point, enveloppent deux développantes d'une même 
courbe ; 

3° Tout cercle qui a son centre sur la symétrique du 

cercle ( — ] enveloppe une courbe qui a une inflexion au 

point de contact. 

104. Coordonnées rectangles, — Résolvons aussi, dans le 
système des coordonnées cartésiennes, le problème posé au 
commencement du présent numéro. 

Soient les deux courbes C et v' rapportées au système tan- 
genliel par rapport à la développée de la courbe v'; soit S<! le 
rayon de courbure de la courbe v'; les variables r' et ^' sont 
des fonctions de e'. Soient, comme au numéro précédent, la 
courbe G rapportée à des axes fixes 0^, 0/; x eiy les coor- 
données du point de contact des courbes C et C par rapport à 
ces axes, ces coordonnées sont des fonctions d'une seule va- 
riable t. Si l'on désigne par a et (3 les coordonnées par rapport 
aux mêmes axes du point de contact E des courbes v et v', on 
a, par rapport à chacun des axes 0^, O^-, une équation sem- 
blable à la suivante : 

(4) a^=^x -\-(r'—S^') cos(r'ds — xds). 

Or, si Ton développe le cosinus et que l'on ait égard aux 
équations (i) du n° 103, on obtient la relation 

fn. ., r^iSdx d[r''^a^) rf/ r'rfe'l 

(4^) «^,^(,'^^.)|^_.J__i + -^__J. 
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Comme les deux éléments ds el ds' sont égaux, il en résulte 
que les deux variables indépendantes, la première / relative 
à la courbe fixe, et la seconde f' relative à la courbe mobile, 
sont fonctions Tune dé l'autre. 

Conséquemment, les seconds membres des, deux équations 
contenues dans le type (4') sont fonctions d'une seule variable: 
ce sont donc les équations de la roulette par rapport aux axes 
fixes. 

Il serait possible de déduire par le calcul des équations (4') 
toute la théorie des roulettes; mais cette analyse serait moins 
simple que celle de notre texte. 

Quadrature de l'enveloppe, -— Supposons que la courbe C 
(fig. 34) soit une droite, et soient C, v' deux courbes fer- 

Fig. 3^. 




mées, la seconde intérieure à la première; du la différentielle 
de Taire comprise entre ces deux courbes, et i2 Taire de Ten- 
veloppe, lorsque G a fait une révolution complète sur la 
droite C; cette aire est celle qui a été balayée par le rayon qui 
joint le centre instantané A avec le point de contact E cor- 
respondant des deux courbes v, v'. La différentielle de celle 
aire se compose d'un trapèze, qui est la différentielle duy et 
d'un triangle provenant de la rotation de' de la ligne A£ au- 

tour du point A, el dont Taire a pour expression - AE de'; on 

«4 
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a donc b relation, S. indiquani une somme. 



Supposons [Jig. 35) maintenant que de chaque point de 
contact E des deux courbes v, v' on abaisse une perpendicu- 



laire EM sur la tangente à la courbe C menée par le centre 
instantané de rotation,- le lieu des pieds de cette perpendi- 
culaire est appelé podaire de la courbe G par rapport à la 
courbe v*; cette courbe est indépendante de la rotation de la 
figure, puisque les points A et E correspondants se trouvent 
sur la tangente à la développée de la courbe v': la ligne EM 
balaye une aire V qui est l'aire de la podaire ; elle a une en- 
veloppe II'I'. Si l'on ajoute à l'aire balayée par la tangente AH 
l'aire u, on trouve aussi l'aire V de la podaire; on a donc 
l'équalion 

3 V=-2(ÏM'-ÎË')rfe'-(-i£ÂM' !/«'-«-«. 

2 ' a 

Or, si l'on remarque que l'on a . 

IM = EM -h El, 
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l'expression précédente devient 

(6) 2V=:i2ÂE'rfe'+M-f-2EMxElrfe'. 

On a donc, en retranchant l'équation (5) de l'équation (6), 
la relation 

2V~i2 = 2EMxEIrfe'. 

Si Ton porte sur la tangente à Tenveloppe IF F, à partir du 
point de contact I, une moyenne proportionnelle aux seg- 
ments EM, MI déterminés par la courbe v et la podaire, cette 
longueur balaye une aire W, et l'équation précédente devient 

(&) 2V=û^aW. 

Cette équation montre que l'aire V est moyenne arithmétique 
entre les deux aires £2 et aW. 

105. Problème III. — Le mouvement d'un plan est déter^ 
miné par la condition quune courbe Ci, située dans ce plan, 
roule sans glissement sur une courbe plane donnée C ; trouver 
le lieu des positions des centres de courbure de la courbe Ci 
correspondant aux divers points de contact des courbes C, C|. 

Coordonnées du lieu, — Soient rf2 l'élément d'arc de la 
courbe décrite; a l'angle que cet élément fait avec le rayon 
de courbure Ri de la courbe Ci, si l'on rapporte la courbe 2 
à la développée de la courbe C comme courbe des pôles, en 
employant le système de coordonnées exposé dans le Cha- 
pitre IV, et qu'on représente par <t, o-i les arcs des dévelop- 
pées des courbes C, Ci, par de, dsi les angles de contingence 
de ces développées, on aura les équations 

(R-hR.)rfe=:sinarf2, d(y+ rf(R -f- H,)=: cosarfl, 
'^^ ^ Rrf6 = R.rfg„ 



avec les relations 

(2) rf(T = — rfR, f/o-| = rfR,. 



.4. 



1 



Jfc — 1. -ilr^l: 






r 



d *■ 



* - — — ^_^ 






4 



J 









j;ir i-iT — r; K. 



</ r — 7 KK RB' Kfi = 









I ^ 



[15a "ta 



qui ùkït connaître le ravoîi de Cijurbur** ^u lieu en roncUon 
de» rayons de courbure des courbes C, C ei de leurs dévelop- 
|>ées preniiere el seconde. 

106. Peoblêbe IV. — £e mouvement d^un plan est déter- 
miné ^Jîg* ^, par la condition qu'une courbe Ci située dans 
ce plan roule sans glissement sur une courbe plane donnée C ; 
lieu des positions des centres de courbure oblique de la 
courbe Ci correspondant aux divers points de contact des 
courbes C, C. 
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Coordonnées du lieu. — Si Ton appelle o-, Tenveloppe du 
rayon r, qui varie d'après une loi donnée dans le plan de 

Fig. 36. 




la courbe Ci, les équations de celle courbe, d'après le sys- 
tème langenliel exposé au Chapilre lll du Livre I, seront, par 
rapport à la courbe C„ en appelant dU Tangle de contingence 
de celte enveloppe 

/ X j- j . j j j sina, I I 
( I ) riait = ast sin «,, ao-i = art -f- dsi cos «i, = 



».^D.' 



or, pendant que le plan de la courbe Ci se meut, il entraîne 
avec lui le rayon r,, qui a une enveloppe a dans le plan fixe. Si 
Ton rapporte cette enveloppe à la courber dans ce plan, on 
aura, di étant Tangle de contingence de celte enveloppe, les 
équations 

/ #. I- f . I i I sinfl I I 

(r) rdi = dssïnai da = — dr-hdscosa, ==•— + —: 

' r n D 

or il est évident que Ton a les relations suivantes : 

(a) a = ai, ds^ds^^ rdi=i r^dii, d((Tx — r,)=:rf((7+ r)^ 

lesquelles entraînent la condition 



(^') 



I 
D 



I , . ï da I 

d; ""'""" d; = 5?' D 



da 
ds 
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Cela posé, rapportons le lieu des positions des centres de 
courbure oblique de la courbe C, à la courbe enveloppe a, en 
employant le système de coordonnées tangentielles du Cba- 
pitre IV. Soient dit Télément d'arc de courbe de lieu, Fi son 
rayon de courbure, a, l'angle du rayon r, avec l'élément rfZi, 
on aura les équations 

(3) (r-h r,)di = sina, rf2,, û^(r-f- r, -h o-) = cosa,rf2,. 

Si l'on divise l'une par l'autre, on obtient la relation 

, . , . £/( r 4- r, ) d(T d(7, 

(.+ „)COl«. = — ^j— 4-5. = -^; 

or, si l'on appelle ^t, ^ les rayons de courbure de o-i, o-, on 
obtient 

(4) (r-f- r,)coia, = 1^, —• 

Cette formule fait connaître l'angle du rayon r, avec l'élé- 
ment dit. 

Rayon de courbure. — Pour obtenir le rayon de courbure Fi, 
on fera usage de la formule (6") du n* 62, laquelle devient 



^'^ T, 






rfffH' 



[(--'■* S] 



Posons, pour abréger, 

Xî = (r-Hr.)'-f-(^), 

si l'on remarque que l'on a les relations 



d(j 
di 



r, rf(7i r d ld(s\ r d fdrTx r\ 

l dit r, di \ di j r, dix \dii r, / 



et que X< est l'hypoténuse du triangle rectangle dont un côté 
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est (r-4- r,), et Tangle opposé a,, on obtient 

''' ^ i I r^x — r,g{\ r ^ , ^r d / r ,\ 



(5') ^ = 



r. i] 

On peul faire subir à cette expression une nouvelle trans- 
rormation. En effet, on a { 

Or les formules (i) et (i') donnent les relations 

rfr, ddx dr rfo* 

-p- = -r- ^x colâfi, -p- = — -p- + rcota. 

dix dix di di 

On en déduit la relation 

par suite, on a l'équation 

j^=(r+r.)'(.---cotaj 

r. L ''» r, ' J 

Pour passer du cas qui nous occupe au cas oit il s'agit de 
déterminer le lieu des centres de courbure de la courbe Ci, il 
faut remplacer, dans les formules précédentes, r et r, par R, 

Ri ; ^ et iRi par R', , R", ; ^', par R", , et poser a == - ; on obtient 

alors réquation (5) du numéro précédent. 

Si la courbe C devient une droite, il faut poser R infini 
et R' nul; on trouve alors, pour le rayon de courbure yi du 
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lieu des centres de courbure de Texpression suivante. 



I R? 


R', 


7' / 


3 

1>'2\ 2 



(-^) 



qui coïncide avec la formule (3) du n® 79, obtenue par une 
autre méthode. 

107. Problème V. — Les mêmes choses étant données que 
dans le problème III, lieu des positions sur le plan fixe des 
points situés sur le rayon de courbure de la courbe Cj au point 
de contact des deux courbes à une distance L de ce point 
donnée par la relation suivante, dans laquelle m est constante : 

mil 

/'> .: t=r + r;' 

Tangente du lieu, — Conservons les notations du n" 105, 
on a les relations 

( (R -4- L)rfe = sinarf2, rfo- -h rf(R -h L)= cosarf2, 

( 2 ) \ 

\ RrfgrrzR, rfg,, rfa-i-rfR^o; 

on déduit de ces équations la relation 

(3) _^(R^L)cot.^ — (^5-3^.^). 

Cette équation fait connaître la direction de la tangente à la 
courbe. 

Rayon de courbure. — Pour avoir le rayon de courbure «R 
de la courbe 2, il suffit de faire usajge des formules (6) du n° 63, 
que Ton peut écrire sous la forme 

(5^=z\r^^ i r-r — '- I 5 



=[,,(*^j 



(^) ] drf dr-^d(T \ d^(r-h g) 

I I de\ de J de^ 



^ (D CO' 
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Il faut avoir égard, dans ces formules, aux relations suivantes: 

-. - dr-hd<T dL 

r=:R-hL, — -j = -j-i 

de de 

rfr_ dL d'(r-^ a) _d'L 

de'^ "^ rf^' de' "" de' ' 

d'après cela, on a Téquation 

dL\dL _ , . rf'L 



„, , .._KS)s-<>'-^i 



de 



^ Œ> CD-' 

or on a 

rfr rfr + rfT _r„, . L'R/R^ . R'.\-|L»R/R^ . R'.\ 
dt de ~"L m \li' Rî/J m \» »?/' 

conséquemment on obtient Téquation 

équation que l'on peut écrire sous la forme suivante : 
I L»R» 



(5') 



A (D m ÛO' 



^ r U* ii?/ V""^"" R' m r; j 

,_ ,.rL/R' R',\» ,/R'' R','\ R» Rn» 
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Cette équation fait connaître le rayon de courbure A du 
lieu. 

Si dans les équations précédentes on fait m égal à — i , on a 
sur le plan fixe le lieu des positions des centres instantanés 
d'accélération du plan mobile. 

Problème VI. — Les mêmes choses étant données que dans 
le problème précédent, trouver sur le plan mobile le lieu des 
positions du point situé sur le rayon de courbure de la 
courbe Cl au point de contact des deux courbes , à une dis- 
tance L de ce point de contact marqué par V équation 

Dans la question présente, il faut rapporter le lieu à la déve- 
loppée & de la courbe Ci située dans le plan mobile. 

Tangente. — ^es conditions du problème sont les sui- 
vantes, en introduisant Tauxiliaire L, telle que Lj -f- L = o : 

J (R, H-L,)rfe, = sinairf2i, rfo-, -h rf(Ri +1.,)= cosa,rf2„ 

M Rrf£=:R,rfe„ rf(7, + (/R, = o. 

On aura donc Téquation suivante, qui donne la direction de 
la tangente : 

Rayon de courbure, — On trouvera les relations suivantes, 
en introduisant Tauxiliaire (£)i 

,4') i=[,R,.i,,^M!(«;+«i)-J', 

<^) 1 Xr'lRÎ-^Rfji-^Rf^mR^ 
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108. Problème VII. — Une courbe Sx roule (Jig, 37 ) sur une 




autre courbe s; em^eloppe v d'une droite v' située dans le plan 
de la courbe roulante C,. 

Ce problème, que nous avons ébauché au n^ 50, se présente 

ds 

ici comme conséquence du n® 103. Supposons que -~ =I> 

soit réquation élémentaire de la courbe roulante rapportée à 

un axe O'X', situé dans son plan et tangent à la courbe au 

point 0', et que Téquation de la courbe fixe rapportée à Taxe 

ds 
fixe OX soit -7- = R, D étant une fonction de a et R une fonc* 
de 

lion de e» On suppose qu'au commencement du mouvement 

les origines 0, 0' coïncident, ainsi que les axes OX, O'X'. 

Conditions du problème. — Si Ton conserve les notations 

du n^ 102, on aura les équations 



dpt ^.^ ^ rfr, ^^^ ^ j_ dcft 

(0 



rf^ ='"*''" s; = '*''''" r;=s:' 



rde . rf(r-f-(7) i smn da 

■-7— = sina, —^—5 -' = cosa, =r = h -j- ; 

ds ds R r ds 

Les équations de la première ligne représentent les équa- 
tions d'un point situé à Tinfini dans le plan mobile sur la 
direction de AM, ce point étant la développée de la droite 
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O'M(v); dpi est la distance de deux droites parallèles AM, A'M' 
infîniment voisines, r, la distance de A à la droite donnée v'. 
Il faut joindre aux relations précédentes les conditions 

(2) ds=.dsiy a -f- «1 = 2 7r. 



On déduit 




(3) 


ds ds 
da, da ' 



la développée de Tenveloppe (v) aura donc pour équations 

celles qui représentent le mouvement d'un rayon mobile kiL 

ds 
dont un point A glisse sur une directrice C avec une vitesse -7-» 

pendant que le rayon tourne autour du point A avec la vitesse 

de rotation par rapport à la tangente -7-9 le rapport de ces 

vitesses étant donné et égal à D. 

Tangente à l'enveloppe v. — Si l'on ajoute entre elles celles 
des équations (1) qui donnent cosa, cosûi, on trouve la rela- 
tion 

(4) rf(r+r, + (7) = o; 

or, Tt représentant la distance du point A à un point /jt, situé 
à Tinfini dans la direction AM, Mfjti sera une constante ei Ton 
aura la relation 

(5) rfr,=rrf(A|:z,) = rf{AM + M/xO=:rf(AM); 

d'une autre part on a aussi 

(6) dr=:d{Aii); 

donc la relation 

(7) rf(7-f-rf<a=:0 

donnera, en vertu de Téquation (i)fh condition 

(8) .fl = MA-f-A|7. = M/iA. 
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Rayon de courbure, — En ajoutant entre elles les équa- 
tions (i) relatives à sina, sina,, on trouve la formule 



(9) 



sina 



I 
R 



I 

ïï; 



I 

R 



I 
5; 



Cette équation et la précédente donnent le rayon de courbure 
de Tenveloppe, et Ton retombe sur des équations et des con- 
structions déjà connues. 

Si la courbe C est une droite, il faut poser ^ = o dans Téqua- 



lion (9), qui devient 






(9') 


sina 
r 


I 
R 



De là on tire la proposition suivante : 

Le symétrique du centre de courbure de la courbe C, par rap- 
port à la tangente à cette courbe se projette sur la direction 
de r, sur le centre de courbure de Vem/eloppe de la droite. 

Quadrature, — Dans le cas où la courbe C est une droite 
(/gf.38), soit Q, Taire de Tenveloppe de la droite Vi, aire balayée 




par la droite qui joint le point de contact M des courbes C 
et C avec le point de contact correspondant de la droite vi et 
de son enveloppe; soit V Taire de la podaire de Tenveloppe, 
aire balayée par la droite abaissée du pied de chaque ordon- 
née X de la courbe Ci perpendiculairement à la tangente me- 
née par Tautre extrémité de x; soit U Taire balayée par la 
portion de la tangente à la courbe G,, comprise entre le point 
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de contact et le pied de la perpendiculaire dont nous venons 
de parler; soit W l'aire balayée par la projection de cette por- 
tion de tangente sur l'ordonnée x de la courbe Ci. 

Si Ton remarque que dSl se compose d'un rectangle xdy 
provenant du passage d'un point de l'enveloppe de Vi à un 

point infiniment voisin et d'un triangle - x^de^ provenant de 

la rotation de la figure autour du centre instantané, on a la 
relation 

û = - liX^dex H- 2xdr. 

Si l'on remarque que rfV se compose d'un rectangle dont 
les deux dimensions sont xsina, d^sina, et d'un secteur 
dont l'angle est dei et le rayon x sin a, on a 

y=-2x^ sin^adei -hlx sïn^adr; 

2 

si l'on retranche l'une de l'autre, on obtient 

(lo) a^Y = -2x^cos^adei -+'lxcos^adx; 

or le premier terme du second membre n'est autre que U, et 
le second terme n'est autre que W; on a donc la relation 

(lO') i2z=:V-hU-f-W, 

qui donne l'aire de l'enveloppe en fonction des trois aires U, 
V, W que nous venons de définir. Il va sans dire que, dans 
cette formule, les aires doivent correspondre à un même arc 
de la courbe Ct. 

Jpplicfition. — La courbe Ci est un cercle de rayon OC{a) 
«t la courbe Vt un diamètre. Lorsque la courbe Ci roule sur la 
droite, elle enveloppe, après une rotation complète, deux 

cycloïdes successives engendrées par un cercle de rayon - 

3 
pendant qu'il roule sur la droite C; donc û = - 7^^». 
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Le lieu des projections T des pieds des ordonnées du 
cercle a sur les tangentes correspondant à ces ordonnées a 
pour équation 

or Taire V complète de cette courbe, qui est quarrable, est 
^Tua^; Taire U, engendrée paf la portion de tangente, est 

donc ô^«*- 

Le lieu des projections de points T sur les ordonnées corres- 
pondantes est 



^Jy^^-^.». 



2 



et Taire W comprise entre cette courbe et le cercle est encore 



2 



quarrable et égale à ^ tta'; on a donc 

3 Q I 2 12 

- -KO} =z g 7r«' -f- 5 TTrt' -+- ^ Tza^ = -ô" ttaS 

2 O O O O 

ce qui est la vériOcation du théorème. 

Nous avons jugé convenable de vérifier ce théorème auquel 
nous sommes arrivé, parce que nous n'avons trouvé nulle part 
son énoncé. 

109. Proelème VIIL — Une courbe Ci roule {Jig,3g)sur une 
droite et entraîne le plan qui la contient; roulette engendrée 
par un point Oi de son plan. 

Tangente et point de courbure. — Il suffit, dans les for- 
mules du n® 101, de poser R égal à Tinfini. La tangente de la 
roulette se construit comme au numéro désigné; le rayon de 
courbure s'obtient plus simplement. £n efTet, la formule reia- 
live aux rayons de courbure devient 

(.) (l + l)sin« = i.. 
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De là on déduit le théopème suivant : 

Prenez le point D symétrique du centre de courbure de C, 
par rapport à la tangente en A ; projetez le double de cette 

Fie- 39. 




distance AD sur la direction de r, l'extrémité B sera le centre 
de courbure de la roulette. 

Quadrature de la roulette. — Soient AO,, A' 0', deux positions 
du rayon r, infiniment voisines. Le quadrilatère infinitésimal 
AA'O'.O, se compose de l'aire AA'O,, qui a pour expression 

-rîrfô,,eide l'aire OiA'O', qui a pour expression -rjrfe,, puis- 
que la figure a tourné autour de i'axe de rotation d'un angle 
égal à l'angle de contingence de la courbe Ci,' l'expression de 
la difTérentielle du de l'aire de la roulette est donc 



or, si l'on réduit les rayons de courbure de la courbe G, à par- 
tir du centre de courbure, dans le rapport K de R, à r,, en 
appelant V l'aire balayée par le rayon vecteur r, et W celle 
balayée par KR,, l'équation précédente donnera par iniégration 

(2') « = V + W. 

Considérons la podaire de la courbe C, par rapport au point O,, 
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Taire élémenlaire balayée par OiM est - r] sin^fl,rf^,; celle ba- 

layée par la tangente est - r] cassai de^, leur somme donne 

- rjrfe». Si Ton appelle U et V, les deux premières aires, on 
aura l'équation 

(3) WrrzV.-f-U; 

conséquemment Téquation (2) deviendra 

Si la courbe Ci est fermée et que le point A ait fait une révo- 
lution complète sur cette courbe, la somme des deux premiers 
termes du second membre de l'équation précédente repré- 
sente Taire U de la podaire; on a donc pour une courbe fermée 
ce théorème, qui est dû à Steiner : 

Si la courbe d est fermée ^ Vaire de la roulette décrite par 
un point 0» du plan de cette courbe roulant sur une tangente 
est le double de l'aire de la podaire de la courbe Ci par rap- 
port au point Oi« 

On déduit de Téquation (3) le théorème suivant : 

Si Von prend sur les tangentes à un arc de développée d'un 
arc de la courbe Ci des longueurs égales à r,, l'aire balayée 
par r, est la somme des deux aires balayées : la première par les 
perpendiculaires abaissées du point Oi sur les différentes tan- 
gentes de rare de Ci, et la seconde pour les longueurs des tan- 
gentes à cet arc terminées aux pieds de ces perpendiculaires. 

Rectification de la roulette. — L'arc élémentaire de la 

roulette a pour expression nder, or Tare élémentaire de la 

, . . OiMde, . , 

podaire a pour expression — : j puisque le quadrilatère 

sin U| 

ÏMM'0' est inscriptible; or OiM === r, sîn« : il résulte que les 

arcs élémentaires des deux courbes sont égaux. 

On déduit de là le théorème suivant, qui est dû à Steiner 

i5 
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Si r oh fait rouler un arc de courbe Ci sur la tangente en 
l'une de ses extrémités, l'arc de roulette engendrée par un 

Fîg. 4o. 




point 0| est égal à l'arc de podaire obtenu en abaissant du 
point Oi des perpendiculaires sur les tangentes de cet arc. 

Coordonnées rectangles, — Soient a, p les coordonnées du 
point 0, par rapport à deux axes rectangulaires dont Taxe 
des X coïncide avec la droite. On a 

</r, ^ r.rfô, 

pourvu que Tare 5, soil complé à partir du point qui, pendant 
le roulement, coïncidait avec Torigine des axes rectangulaires. 

Ce sont les équations de la roulette. 

Applications. — La courbe roulante Ci est donnée par 
réquation (n°75) 

z 

(i) r=r« cos '"mÔ; 

on déduit de cette équation les coordonnées rectangles du 
point de la courbe 

ToCOSÔ ToSinÔ 

x=z ^ , 3r= . -, 



(^) 



dx 



cos'"m0 
r^d& 



cos 



'^""mO 



dr = 



rode 



cos'^mô 
sin(/n — i)Oy 

cos(m — \)Q; 



cos 



"^mO 
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et conséquemment 

(3) lange = col(/n — 1)9, ds= ^ d9. 

cos '"mQ 

On déduit de ces équations, en remarquant que e — a -4- 0, les 
deux relations angulaires 

{4) «= (m — i)e, m9 = ^ —a; 

2 2 

par suite, les valeurs de r et R en fonction de a seront 

^5) R=: — î , r=rr,sin *»«. 

sin '^a 

Si l'on a égard à ces valeurs de R et r, on trouve par Téqua- 
tion{i) l'expression suivante de r, : 

(6) =— —sin "•«; 

or, si Ton fait usage de la relation (4) du n^ 101, on trouve 
pour la développée a^i de la roulette Téquation naturelle 

I 
. . dfii / f \ iv sin "*ai cos«, 

' dai \m ) m sin^i 

et pour équation naturelle de la roulette rfor, en appelant e 
l'angle que cet élément fait avec Taxe ox et C la constante de 
fintégration. 

L'équation naturelle de l'équation (1) est, d'après la pre- 
mière des équations (5) et les relations ('4), 



(01 ± = -l!- cos"('^«) -^- (--e\. 

de 1 — m m — 1\2 / 
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Cas particuliers. — i" Si la courbe (i) est un cercle rapporté 
à un point de la circonférence, m est égal à — i; l'équation (8) 
donne l'équation de la c^cloîde. 

2*» Si la courbe (i) est une parabole rapportée à son foyer, 

m = -9 les équations (9) et (8) deviennent 

ds 2ro rfo* To 



de sin'e rfe sin*e 

la première représente une parabole et la seconde une chat- 
nette. 

3** Si la courbe (i) représente une hyperbole équilatère rap- 
portée à son centre m = 2, les mêmes équations deviennent 

ds Te dd To 

(1—2 sin*e)* 2sin'e 

or la première appartient, d*après le n*" 35, à Thyperbole équi- 
latère, et la seconde est l'équation naturelle de la courbe élas- 
tique rectangulaire. 

Remarque I. — Il est bon de dire que les courbes (8) ren- 
ferment comme cas particulier cette série de courbes que 
nous avons étudiées au n° 28 et au n" 29 en donnant à m des 
valeurs entières. Aussi toutes ces courbes sont les roulettes 
d'autres courbes contenues dans la formule (9) du présent 
numéro, et que l'on obtient en donnant à m les valeurs en- 
tières correspondantes. 

Remarque IL — Il n'est aucun lecteur qui n'ait remarqué 
la puissance de la méthode que nous venons d'employer, puis- 
qu'elle fait connaître toute la famille des roulettes engendrées 
par une famille de courbes données. 

110. De Vépicy^clotde allongée ou raccourcie, — Si l'on fait 
rouler un cercle de rayon Ri sur un cercle de rayon R, un 
point du plan du premier décrit sur le plan du second une 
épicycloYde allongée ou raccourcie, suivant que le point est 
extérieur ou intérieur au premier cercle. La théorie de ces 
épicycloïdes est un cas particulier du problème I (n°101). 



J 



CHAPITRE II. — DES ROULETTES. 229 

L'équation du cercle roulant (^g:*40» rapportée au point dé- 
crivant, est 



(0 



I sina, dut 

R, r, dsi ' 



Fig. 41. 




réquation du cercle fixe, rapportée à la développée de la rou- 
lette, est 

, , I s'ma da 

(2) 



R 



ds' 



on déduit, par l'addition de ces deux équations, membre à 
membre, et en remarquant que l'on a a -f- «i = 27:, ds = rfs,, 



(3) 



Il . / 1 I 

■=r -A = sina, - H — 1 . 

R «1 \r r, 



D'une autre part, on a les conditions 



(4) 



cosai sinO „ . . t n 

— -, — = -17—5 '^i — ^i smai -+- IcosBy 



et si l'on pose 



R. 



R~"M 
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on obtient les deux équations 



,-. t R . i/Z'—R! cos^a, i i 2 

Relations angulaires. — Le triangle OAC donne 

(6) 6 -h 6= «, H — > 

et si l'on exprime que les deux arcs AI, Ali sont égaux, on 
aura les équations 

( 7 ) # = R€ == R, ^<9 -+- ^ - a A = 5. ; 

or 

S = arc l sm = y cosaJ ; 

substituant, 
Rs = R («, 4- -) -4-Ri(ûf» — ~ ) — R»aTC (sin=: y cos«rJ* 

Rapport des vitesses -p> -jj- — Si, dans la première équa- 
tion, on remplace ri par sa valeur, on obiient 



rfa, )/l''—R\cos^a, 



dsi R^(R, sina, -h \/l' — R^ cos'a,} 

Rayûn de courbure de la roulette, — Soit rf2 Télémeni d'arc 
de la roulette, JE Tanglc de contingence, on a les équations 



R!-/ 



a 



(^"^^ 'I ^' R.sina,-V'/'-Rîcos^«.' 

(Rî— /OMsin^, 

r =r 

^im H\ M 



2(R; — /^) — m sina, (r, sina, — y//^ — RJ eos^'a.) ' 



(ïl) Errrg-- 
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Si Ton exprime ai en fonction de E, au moyen des relaiions 
angulaires établies ci-dessus, on aura Téquation élémentaire 
de la roulette 

RR.(R? — /')sina. 

(R -f- R. )(R; — /') — RR, sina, (R. sina. — v^/'— KJ cos'û.) ' 



rz= 



111. Équations en termes finis. — Soient D, N les projec- 
tions des points M, Oi sur l'axe des ^^ on a 

OD = ON-f-ND; 

or on obtient directement les relations 

ON=:(R-f-R.)cose, 
ND = /cos(MO:r) = /cos(ItO,A + e) = /cos( ^ e -h e\\ 

conséquemment, si Ton appelle x et j les coordonnées rec- 
tangles du point décrivant M, on aura, en prenant les projec- 
tions des points 0„ M sur Taxe des j et en raisonnant comme 
nous venons de le faire, les équations cartésiennes de Tépi- 
cycloïde allongée 

^ = (R -f-R,)cose -4- /cos — rr — ' e, 

y =: ( R -f- Ro ) sm e -h / sm — r- — e. 

Si Ton appelle p le rayon vecteur et 4^ l'angle qu'il fait avec 
l'axe des x, on aura les équations polaires de la courbe 

p» = (R -h R,)» + /' -h 2 /(R -h R.) cos ~ e, 

Kl 

(R -f- R.) sin<? -h /sin (^-"J— e\ 
tang^» = 



[ — 1 



(R -f- R. ) cose -f- / cos ( '^^'^' e\ 

R + R. sin(4^ — e) 

/ . /, R + R, \' 
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On peut tirer de la première de ces équations e en fonction 
de p, et en portant cette valeur de e dans la deuxième, on 
obtijent en coordonnées polaires Téquaiion d'une épicycloîde 
allongée ou raccourcie quelconque en termes finis. 

Cas particuliers. — i^ Si R» = R, on a les deux équations 

/«• »• /iTï I ^R sine-t- / sinae 

p»= 4R» -h /* -f- 4/R cos^, langd; = -ir -, ; 

^ ^ ^ 7 DT 2Rcose4-/cos2e 

2^ Si R=: 2R„ on a les deux suivantes : 

oR' „ oi .1 3 sine-4- / sinSe 

p^— ~- + /*4- 3/cos2e, tangiL^r z -, 5-- 

"^ 4 ' DT 3cose -f- /cos3e 
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CHAPITRE ni. 



DES COURBES PRODUITES PAR LE MOUVEMENT D'UNE WGURE 

PLANE INVARIABLE. 



Ce Chapitre est consacré à l'étude des courbes engendrées 
par des points ou enveloppées par des droites d'une figure 
plane invariable qui se meut parallèlement à son plan. La dé- 
termination des éléments de ces courbes dépend de l'analyse 
précédente et se fait d'une manière aussi rapide que natu- 
relle, comme cela va résulter des questions que nous allons 
résoudre. 

§ I. — Principes. 

lia. Problème I. — Le mouvement d'un plan mobile est 
déterminé par la condition que deux de ses points 0, Oi glis- 
sent constamment sur deux courbes v, Vi situées dans le plan 
fixe : trouver la courbe v, engendrée par un troisième point 
fixe O2 du plan mobile, 

1"* Il est évident que le mouvement du plan mobile est le 
mouvement parallèle au plan fixe le plus général qu'on puisse 
supposer. Car, quel que soit le mouvement d'un plan mobile 
parallèlement à un plan fixe, deux points déterminés du pre- 
mier plan parcourent deux courbes déterminées sur le se- 
cond. Donc, réciproquement, si l'on donnait les deux points 
dans le plan mobile et les deux courbes trouvées sur le plan 
fixe, on aurait le mouvement dont il s'agit. 

2® Ce mouvement est équivalent à un mouvement de roule- 
ment d'une courbe mobile Ci sur une courbe fixe C, la courbe 
mobile conduisant son plan. £n effet, si l'on se reporte au 
problème des roulettes, n^ 101, on voit qu'un point 0' pris 
sur le plan mobile engendre une courbe v sur le plan fixe; si 
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Ton considère un second poini 0'^ sur le plan mobile, ce point 
engendre une seconde courbe vi sur le plan fîxe, de sorte que 
le mouvement de roulement du plan mobile serait produit si 
ce plan était conduit par les deux points 0' et 0', invariable- 
ment liés à ce plan et glissant sur les deux courbes v, Vi préa- 
lablement tracées sur le plan fixe. Ces deux mouvements sont 
donc équivalents. 

3^ Il est toujours possible, quand le mouvement est défini 
par les conditions du présent problème, de trouver le mou- 
vement de roulement équivalent; il suffira, dans les positions 
successives des points 0', C, sur les courbes v, Vi, de mener 
des normales aux courbes en ces points. On marquera sur le 
plan mobile et sur le plan fixe la série des points dMntersec- 
tion A, Al, Aa, A3,..., B, B„ Bj, Ba des normales correspon- 
dantes; la série des premiers points donnera la courbe rou- 
lante et la série des seconds la courbe directrice. Et il est 
évident que le mouvement sera un mouvement de roulement 
produit par la courbe AAtA3...A» roulant sur la courbe 
BB|B2...B„. En effet, lorsque A et B coïncident, le mouvement 
élémentaire est un mouvement* de rotation autour du point 
de coïncidence, puisque les points 0' et 0', décrivent des arcs 
de cercle infiniment petits ayant pour rayon, le premier O'A, 
et le second 0', A. Par la manière dont les polygones infinité- 
simaux AA.Aj... A„, BB, B3...B„ ont été construits, A A, elBB» 
sont égaux; donc les points Ai et B, sont amenés en coïnci- 
dence par la rotation, et la nouvelle rotation élémentaire se 
faisant autour de ce nouveau point de coïncidence aimène la 
séparation des éléments AA,, BB, et la coïncidence des élé- 
ments A, As avec Bi B,..., et ainsi de suite. 

Normale. — D'après cela, si par les points 0', 0', on élève 
des normales aux courbes v, Vi, on déterminera par Tintersec- 
lion de ces normales le point A centre de rotation instantané; 
en joignant 0\ avec le point A, on a la normale à la courbe Va. 

Rayon de courbure. — Les centres de courbure (n*» 102) de v 
et de Vi sont situés le premier sur O'A, le second sur 0', A; or, 
si Ton prend les conjugués harmoniques rf, dx du point A, le 
premier par rapport au centre de courbure de v et le symé- 
trique de 0' relativement au point A, le second par rapport au 
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centre de courbure de v, et le symétrique de Of^ relativement 
au même point A, les trois points d, di, À déterminent une cir- 
conférence de cercle. Si maintenant on appelle rf, l'intersec- 
tion de ce cercle avec la ligne qui joint le point 0'^ au point A, 
le quatrième harmonique du symétrique du point O'j, du 
point A et du point A (A étant le centre de symétrie) sera le 
centre de courbure de la courbe v, engendrée par le point 0\* 
On connaît donc la tangente et le centre de courbure de la 
courbe V2 à chaque instant du mouvement. 

Remarque. — Le cercle qui passe par les points A, rf, rf, a 
pour diamètre AD qui coïncide avec la normale commune aux 
deux courbes C, C» en leur point de contact A; d'ailleurs les 
points A, D, le centre de courbure de la ligne C, et le symé- 
trique du centre de courbure de la ligne C, par rapport au 
point A sont en proportion harmonique. Donc, Tun de ces 
deux centres étant connu, l'autre centre est par cela même 
déterminé. 

113. Problème II. — Le mouvement d'un plan est déter- 
m,iné par la condition que deux courbes v', v\ situées dans 
son plan restent constamment tangentes à deux courbes v, Vi 
situées dans un plan fixe ; courbe enveloppe d'une courbe v\ 
située dans le plan mobile. 

Si des points de contact E, E, ( n® 103) des deux courbes v', v', 
avec les courbes v, vi on élève des perpendiculaires, leur inter- 
section détermine le point A. Or les centres de courbure des 
courbes v', v sont situés sur EA, et de même les centres de 
courbure des courbes v\, v, sont situés sur Ei A; donc, si Ton 
prend les conjugués harmoniques d, d^ du point A, le premier 
relativement au centre de courbure de v et du symétrique du 
centre de courbure de v' par rapport à A, le second relative- 
ment au centre de courbure de v, et au symétrique du centre 
de courbure de v\ par rapport au point A, les trois points rf, 
rfi, A déterminent un cercle. Si maintenant on appelle rfj Tin- 
tersection de ce cercle avec la perpendiculaire abaissée du 
point A sur la courbe v'j, et qu'on prenne le symétrique par 
rapport à A du centre de courbure de la courbe v',, le qua- 
trième harmonique de ce point et des points A et d, sera le 
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centre de courbure de la courbe vs enveloppe de la courbe v\. 
Cette construction donne à la fois la tangente et le rayon de 
courbure de l'enveloppe Vs. 

Des remarques analogues à celles qui terminent le n^ 101 
sont également applicables à la question présente* 

On résoudra sans difficulté et de la même manière la ques- 
tion suivante : 

Problème III. — Le mouvement d'un plan est déterminé 
par la condition que l'un des points du plan mobile glisse sur 
une courbe fixe y tandis qu'une courbe tracée dans le même 
plan se trouve tangente à une courbe tracée dans le plan fixe .- 
trouver l'enveloppe d'une courbe située dans le plan mobile» 

Remarque. — Dans les problèmes précédents, on pourrait, 
au lieu de la courbe v\ tracée dans le plan mobile, donner la 
courbe Vj enveloppe de v\. La proportion harmonique don- 
nerait également la tangente et le rayon de courbure de la 
courbe v\. 

Discussion, — Traçons (fig. 4^) tangenliellement aux cour- 
bes C, C au point A et du même côté que la courbe C deux 

Fig. 42. 




cercles, le premier de diamètre AD, le second de diamètre 
— > que nous appellerons cercle (AD), cercle ( — j; traçons 
les deux symétriques par rapport à la tangente au point A. 
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Le centre de courbure d'une courbe v' située dans le plan 
mobile peut occuper diverses positions. 

I*» S'il est intérieurau cercle symétrique du cercle ( — j et 

s'éloigne du point A, le cenire de courbure correspondant est 
situé dans la même région par rapport à la tangente aux 
courbes C, C au point A, et sa distance au point A varie de 
zéro jusqu'à l'inOni. Lorsque le cenire de courbure de v' est 
à une distance de A moindre ou plus grande que la demi- 
corde du cercle ( — ) issue de ce point, le centre de courbure 

de l'enveloppe est intérieur ou extérieur au cercle ( — )• 

2** Si le centre de courbure de v' est situé sur la circon- 
férence du cercle symétrique du cercle ( — )> le cenire de 

courbure de l'enveloppe est situé à l'infini. 

3» Si le centre de courbure de v' est situé entre les symé- 
triques du cercle ( — j et du cercle (AD), le cenire de cour- 
bure de l'enveloppe est situé dans la seconde région du plan 
fixe par rapport à la tangente aux courbes C, C, au point A, 
partant de l'infini et se rapprochant du cercle (AD). 

4® Si le centre de courbure de v' est situé sur le symétrique 
du cercle (AD), le centre de courbure de l'enveloppe est situe 
sur le cercle (AD). 

5° Si le centre de courbure de v' est extérieur au symé- 
trique du cercle (AD), le cenire de courbure de l'enveloppe 
est intérieur au cercle (AD). 

6° Si le cenire de courbure de v' est à l'infini (point d'in- 
flexion), le centre de courbure de l'enveloppe se trouve situé 

sur le cercle ( - — 

7** Si le cenire de courbure de v' partant de* l'infini négatif 
s'approche du point A, le centre de courbure de l'enveloppe 

/ A Ti * 

partant de te circonférence du cercle ( — j s'approche du 
point A. 
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8^ Si le centre de courbure de v' est situé en un point de 
la tangente aux courbes C» C au point A, le centre de cour- 
bure de Tenveloppe v est le symétrique de ce point par rap- 
port aii point A. 

114. De Vaccélération de la vitesse. — La vitesse d'un point 
mobile s'accélère par suite de la variation de son intensité et 
de la variation de sa direction. Pour obtenir cette accélération 
pendant l'unité de temps, on prend des lignes proportionnelles 
aux. deux vitesses pendant deux états infiniment voisins, la 
première ligne ayant une direction contraire à celle de la vi- 
tesse qu'elle représente, et la seconde même direction; on 
prend la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux 
lignes, et on la divise par le temps infiniment petit; ce quo- 
tient est la mesure de l'accélération totale. 

Ainsi soit v la vitesse du mobile à l'instant que l'on consi- 
dère, V -^ dv sa vitesse après le temps dt^ de l'angle que la 
direction de la seconde vitesse fait avec la direction de la pre- 
mière; en appelant I la diagonale du parallélogramme, on aura 

et conséquemmeni 

I2 4^(^ -^ rff )sin^-rfe -f- d^f^ 



do dP 

En négligeant les infiniment petits de l'ordre supérieur, et en 
appelant rfo- l'arc infiniment petit de la trajectoire décrite par 
le pointa, son rayon de courbure, on trouve finalement 

, , V v'de dv^ 

(0 



dt^ dd^ do 

La formule que nous venons d'écrire prouve que, si la di- 
rection restait la même, l'accélération aurait lieu suivant la 
tangente; ce serait l'accélération provenant de la variation de 

l'intensité de la vitesse; elle aurait pour expression -i-? puisque 
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dt serait nul. Si, Tintensilé restant constante, la vitesse variait 

de direction, -7- serait nul; Taccélération aurait pour intensité 

v^ ds X 

-T— et serait normale a la trajectoire, puisque, dans ce cas, le 

parallélogramme des vitesses serait un losange et que la dia- 
gonale serait bissectrice de Tangle des côtés coniigus t' et — t'. 

Donc, en représentant par ;jj ^t -^ ces deux accélérations, 

on a la relation 

12 I» Ta 

On voit que l'accélération totale est la résultante, suivant 
le rectangle des forces, des deux accélérations normale et tan-, 
gentielle, et qu'elle fait sfvec la tangente et la normale n à la 
trajectoire des angles dont les cosinus ont les expressions sui- 
vantes : 

(2) C0S(I,rf(7)=~=: -, COS(I, /l)=Y^ = 



/^ di^ 1 /(,« dv^ 



De l'accélération normale d'un point de la figure pendant 
le roulement. — Portons-nous au problème du n" 101 et cher- 
chons l'expression de l'accélération normale d'un point de la 
figure mobile dont les coordonnées tangeniielles par rapport 
à la courbe Ci sont r, et «i. Le déplacement réel de ce point, 
par suite de la rotation élémentaire rfw de la figure mobile 
autour du centre instantané A de rotation, sera r, rfw; donc, 
de étant l'élément d'arc de la roulette, l'accélération norpoale 
sera 

I„ r] d(ti^ de 
dt~' dt' dd' 
or on a 

rfw :=: de -h dex = de -{- dô. 

En ayant égard à la première des équations (i) du n° 101, on 
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aura 

ae = aw ; 

r, 

conséquemment 



I„ rj dcô^ /rfw ds sinaA 

di "~ dt* \5? "" 5? r, ) 



5 



OU bien 

In r]d(ù*ds/\ I sinaA 

Telle est l'expression de l'accélération normale du point dont 
il s'agit. 

Des centres instantanés d'accélération normale. — On ap- 
pelle de ce nom les points pour lesquels l'accélération normale 
est nulle pendant le mouvement de 'la figure mobile. 

D'après la nature de l'équation (3), ces points sont donnés 
par réquation 
, , , sin a, I I 

» 

laquelle montre que, si l'on mène un cercle tangent à la 
courbe C, en son point de contact avec la courbe C, ce cercle 
ayant pour diamètre la longueur L donnée par l'équation 

,^. III 

^^) l = r + r;' 

un point quelconque de la circonférence de ce cercle jouit 
de cette propriété d'être un centre instantané d'accélération 
normale; nous appelons ce cercle cercle des centres instan-^ 
tanés d* accélération normale. 

Ce cercle peut servir à la construction du centre de cour- 
bure de la roulette; car si l'on considère la formule (6) du 
n° 101 et qu'on représente par p la corde que le rayon r, in- 
tercepte sur le cercle en question, la formule dont il s'agit 

devient 

I I I 

p ~" /• r, ' 



CHAPITRE III. — DES COURBES PRODUITES, ETC. 24 1 

de laquelle on déduit, par une construction facile, la valeur 
de r. 

Mais il est évident que les conceptions purement géomé- 
triques qui nous ont servi à interpréter et à construire la for- 
mule (6) du n® 101 ne le cèdent ni en simplicité ni en élé- 
gance aux conceptions cinématiques que nous venons de 
développer dans le présent numéro» et elles ont l'avantage de 
conserver à la théorie son caractère géométrique. 

115. Problème IV. — Les mêmes choses étant données que 
dans le n^ 112, trouver le lieu 2 des centres instantanés dans 
le plan fixe et le lieu S des centres instantanés dans le plan 
mobile. 

Notations. — A cause des nouvelles courbes qu'il faut con- 
sidérer, nous modifierons les notations de la manière sui- 
vante : 

Soient {fig* 33 bis) 

dd d(T\ 

les équations des courbes v, v' situées dans le plan fixe et 
rapportées à la ligne fixe o^; 
Soient 

les équations des courbes n, n. situées dans le plan mobile et 
rapportées à la ligne o'x située dans le plan mobile; 

Soient p, a, pi, oci les coordonnées tangentielles des déve- 
loppées (ife, ilbi), v', y\ des courbes v, v, par rapport à la 
courbe 2 dont le rayon de courbure est P; 

Soient r, a, r„ Ut les coordonnées tangentielles des déve- 
loppées (B, B,), n', n\ des courbes n, ni par rapport à la 
courbe S dont le rayon de courbure est R. 

Conditions du problème, — On aura pour les courbes v et/i 

i6 
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les équations 

, . pdî . d{p-h(T') I sina dx 

(y) __ = s,n«, ___-:= cos«, p = — - + ^, 

, , rde . d{r-hs') i sina da 

(n) -^ = s,na. —^^=cosa, - = __ + _, 

avec les conditions 

( I ) (X -h a =2 t:, dS ==: fI}L, ^, — e i= e, — g, 

et pour les courbes Vi, n, deux séries d'équations qui se dé- 
duisent des précédentes, en affectant toutes les lettres minus- 
cules de rindice i. 

Construire un point du lieu 1. — Menez une normale au 
point de contact des courbes v et n, et une autre normale au 
point de contact des courbes Vi et /ii, Tinterseclion M de ces 
deux normales est un point du lieif. 

Tangente à la courbe 2. — On déduit des deux couples 
d'équations précédentes, par l'addition membre à membre des 
dernières équations (v), (/i), (wi), (/i,), les deux relations 

or, si Ton représente par x^ la moyenne harmonique des seg- 
ments r et p comptés dans le même sens à partir du point M, 
et vi la moyenne harmonique des deux segments r, et p,, on a 
les conditions 

,,v I I 2 I I 2 . 

(3) _-+-_ — _, j zn— . 

r p V n p, V, 
On déduit des équations (2) 



sma sma, 
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or Tangle des deux rayons t^i, t est connu et égal à ai — a =e, — s ; 
de là on tire la construction suivante : 

Joignez les extrémités de v, t-i, abaissez du point M une 
perpendiculaire MC sur la ligne vt., , prenez MCi symétrique 
de MC par rapport à la bissectrice de l'angle 1.4 M t^, MCi sera 
la normale cherchée. 

Rayon de courbure de la courbe 2. — Remarquons que les 
équations précédentes sont au nombre de quinze : six pour le 
premier couple de courbes <7, 5, six pour le second o-,, *,, et 
les trois équations de condition; or les variables sont au 
nombre de quatorze, savoir : les dix variables p, r, z, e, a, a, 
2, S, P, R, pour le premier couple de courbes, et les six nou- 
velles Pi, Ti, £,, «i, a,, «i, pour le second couple de courbes; 
on a donc toutes les variables moins une qui sont fonctions 
de cette dernière, e par exemple, que Ton suppose être la va- 
riable indépendante. 

Nous tirons des équations (2) la relation 

(5) f - -h -J sina = ( 1 jsina,. 

\P rf \p, rj 

En diiïerentiant cette équation, on trouve 

I rfp I dr\ / 1 dp, i dn\ 

^ .p-^^"^7^^j^^"^~U^^5sj'*"^* 

* l / 1 I \ doL / I I \ rfa, 

( =(p-^7)^^^«rf2-U-^;TJ^^^^';rfS' 

or on a les relations 

dp ^' . dr Q' . 

-T^ = cosa sina, -j^ = cosa sma, 

dl p dS r 

, dp, ^\ . dn Q\ . 
(•7) < -7^ — cosa, sina,, -75- =cosa, -smai, 

^ ' ^ » {/2 pi db r, 

da I sina da, i sina, 

rfî" P i~' dl'^V ^* 

16. 
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Si Ton a égard à ces relations» l'équation (6) devient 



' — (p cosa — A'sinalsina 
H — ^{rcosa — (y sina)sina 



(8) 



\ 



ï (picosai — Jl,sinai)sina, 

j (r, cosa, — Qf, sina,)sina, 

/i i\ / I sina\ 

( \ i\ / I sinaA 



L'équation (8) se transforme, et l'on obtient, après quelques 
réductions, l'équation 



(8') 



I (- -f--)cosa-— ( 1 icosa, |-=r 

""\p ^'•/ \p ~~ '•/ 



cosasina 



— ( — I — Il icosaiSina, 

\P* r»; \pî rî/ 

Rayon de courbure de la courbe S. — On a les relations 



da sîna 



{•°^ ^=— 



^/ai sinai 



R rfS 



I 
R 



Soit posé le premier membre de l'équation (8) égal à T» on a, 
à cause des équations (lo), la relation 



(9) 






î\/sinai I 

T ^icosa,; 



(9') 
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par suite, on obtient l'équation 

|-[(i-^i)cos«-(i-4-i-)cos«.]^ 
= {i-f--|( jcosa sina 

\p. '•./Vp. '••/ 

Si l'on a égard aux équations (3) et qu'on introduise les 
auxiliaires /, A par les conditions 

, , 2 I I 2 I I 

II - = -+-, -r=:--h , 

r p l rx px Ix 

cette équation devient 

/cosa cosaA i 2 . 2 ' 

2| — — — ) ■- =iH — y cosasina r cosaiSinûe, 

V V V, / K ri r, li 

— -7 + -^ sin»a-f- -44--=^ sin»a,. 
\P* '•V \PÎ f-lJ 

On peut transformer cette équation. 

Soit MA {fig. 4^) la tangente commune aux courbes G et d» 
et MB la normale. Si l'on détermine sur la tangente les^ 
points Ts et p qui ont pour projection p et i> sur Mp, et sur la 
normale les points tt et X qui aient pour projections les points v 
et /, et qu'on opère de même par rapport aux points pi, v^, A 
situés sur le rayon Mpi, on obtient Téquatian 

I \ I _ I • I / i{f Q* 



Mp M/>Jr~M/?.MA M/>,.MX. Im^^'^m]^' j^sina 
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qui dépend des rayons de courbure des courbes données et 
de leurs développées. 

On transforme de la même manière l'équation (8'). 

Il se présente ici une vérification facile des équations (8'] 

Fig. 43. 




et (9' ). En effet, on passe de la première à la seconde en chan- 
geant p, p„ Sif Sii, a, a„ en r, r,, Q, Q,, a, «i, et récîproque- 
menty et enfin P en R. £n opérant ainsi, on tombe sur une 
équation qui ne diffère pas de Téquation (9'), pourvu que Ton 
ait égard aux relations (i). 

Il y aurait aussi une autre manière d'opérer, consistant à 
faire usage de l'une des équations (2) pour calculer l'un des 
rayons de courbure P ou R lorsque l'autre est connu. Et il est 
facile de voir, par ces deux équations, que la proportion har- 
monique donne alors la construction du rayon de courbure 
inconnu au moyen du rayon de courbure déjà trouvé. 

116. Des mouifements inverses, — Définition. — Si deux 
courbes C, C, situées dans deux plans P' et P, se meuvent 
successivement dq telle sorte que, dans le premier cas, la pre- 
mière entraînant son plan roule ' sur la courbe C, supposée 
fixe, et que, dans le second cas, la courbe C entraînant son 
plan se meuve sur la courbe C supposée fixe, les deux mou- 
vements successifs des plans P' et P seront appelés mouve- 
ments inverses l'un de l'autre. 
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Dans ces deux mouvemenis, les courbes enveloppes si- 
tuées dans le plan fixe et les courbes enveloppes situées dans 
le plan mobile ayant des positions relatives identiques, on 
obtient les théorèmes suivants : 

Théorème I. — Si dans le premier de ces mouvemenis la 
courbe v' située dans le plan P' a pour enveloppe la courbe v 
située dans le plan P , dans le second mouvement la courbe v 
située dans le plan P aura pour enveloppe la courbe v' située 
dans le plan P'. 

£n effet, les positions relatives de la figure située dans le 
plan fixe et de la figure génératrice située dans le plan mo- 
bile seront successivement les mêmes lorsque Tune des 
deux figures restera immobile, ce qui démontre le théorème 
énoncé. 

Corollaire. — Les équations (i) du n** 103 relatives à ces 
deux mouvements seront successivement les mêmes. 

Théorème II. — - Si le mouvement d'un plan P' est déier- 
miné par la condition que deux courbes données v', v'j, situées 
dans le plan P', enveloppent deux courbes v, Vi, aussi données 
et situées dans le plan P, le mouvement du plan P, réglé par 
la condition que les deux courbes v, Vi, situées dans le plan ^, 
enveloppent les deux courbes v', v, , situées dans le plan P', 
sera réciproque du premier mouvement, c'est-à-dire que dans 
le premier cas la courbe C' roulera sur la courbe C, et dans le 
second cas la courbe C roulera sur la courbe C 

Théorème III. — Les mêmes choses étant données que dans 
le théorème II, si l'on considère dans le premier mouvement 
la courbe v\ située dans le plan mobile et la courbe enve- 
loppe Va située dans le plan fixe, dans le second mouvement, 
v\ sera l'enveloppe de la courbe v,. 

• 

§ II. — Applications. 

Les principes généraux que nous venons d'établir sont 
d'une grande fécondité; ils permettent de résoudre sans dif- 
ficulté, soit géométriquement, soit analytiquement, les pro- 
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blêmes les plus variés sur le mouvement d'un plan, comme 
cela deviendra évident dans les applications qui suivent. 

117. Problème V. — Une droite de longueur donnée glisse 
sur une courbe donnée en restant tangente en une de ses ex- 
trémités à cette courbe^ et en entraînant avec elle le plan qui 
la contient; mouvement de ce plan. 

I® Considérons (Jig. 44) ^^ droite AB dans une de ses posi- 

Fig. 44. 




tîons tangente à la courbe fx. Puisque cette droite est tan- 
gente en son extrémité A à la courbe, elle a deux points com- 
muns avec cette courbe en ce point. Or, si par ces deux points 
on élève des normales à la courbe |ut, on voit que le centre 
instantané de rotation w sera le point de concours de ces deux 
normales, c'est-à-dire le centre de courbure de la courbe fx. 
Donc le lieu des centres instantanés dans le plan fixe n'est 
autre chose que la développée de la courbe [l. 

Pendant le mouvement de AB, le lieu des centres tù sur le 
plan mobile ne sera autre chose que la perpendiculaire élevée 
à l'extrémité de AB en A. 

Donc le mouvement du plan mobile est le même que celui 
qui serait produit par le roulement de AC perpendiculaire 
en h. à AB sur la développée de fx, AC étant solidairement 
liée avec AB. 
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2<> Tout point de la droite AC décrit une parallèle de la 
courbe /x. 

3*^ Tout point D de la droite AB décrit la courbe que nous 
avons étudiée n** 64. On retrouvera comme corollaire du n* 101 
la constructioiude la normale et du rayon de courbure de cette 
courbe. La normale sera la droite qui joint le centre de rota- 
lion w avec D. Le rayon de courbure est donné par la for- 
mule (5] du n"" 101 et par la formule 



I l\ . 12 

rx r) RM 



dans laquelle R est le rayon de courbure de la développée 

de la courbe ^, Enfin , si l'on appelle B Tangle décrit par la 

droite AD entre deux positions extrêmes. Taire balayée par 

27r /' 
cette droite / sera ^77-— 0, c'est-à-dire celle du secteur cir- 

3bo 2 

culaire ayant -^^ pour arc, / pour rayon. 

4** Toute droite parallèle à AB a pour enveloppe une ligne 
parallèle à la ligne /x. 

5*» Toute droite AI menée par le point A, formant un angle 6 
constant avec AB, a pour enveloppe une développée oblique 
de la courbe (fx) sous l'angle 0, puisque tous les triangles tels 
que AIgi) sont semblables [I étant un point de l'enveloppe). 

6* La développée de la développée oblique II, la est la dé- 
veloppée oblique sous l'angle constant de la développée de la 
ligne |ut; cela résulte de notre construction et vérifie le corol- 
laire II du n® 54. 

7** Pour connaître la courbe engendrée par un point quel- 
conque B, du plan mobile, abaissez de ce point Bi Ai perpen- 
diculaire sur la droite AC; le point B, engendrera la courbe 
étudiée n° 64 par rapport à la parallèle à la courbe /x engen- 
drée par le point A. 

8° Toute droite menée par le point A, parallèlement à AI 
aura pour enveloppe une ligne parallèle de celle qu'enve- 
loppe AI. 

9" Tout cercle ayant son centre en C, A ou B aura pour en- 
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veloppe une courbe parallèle de celle engendrée par C, ou A, 
ou B. 

lo*" Quelle que soit la ligne de longueur donnée située 
dans le plan mobile, Il est aisé de déterminer les courbes en> 
gendrées par ses deux extrémités. 

Il'' Quel que soit l'angle situé dans le plan mobile, on 
pourra aussi déterminer les courbes enveloppes des deux 
côlés de Tangle, ainsi que la courbe décrite par le sommet. 

12° On peut donc produire d'une infinité de manières dif- 
férentes le mouvement du plan mobile, tel qu'il est produit par 
les données de la question. 

i3® Il n'y a que deux courbes d'espèces différentes décrites 
par les points du plan mobile : ce sont la courbe fx et ses pa- 
rallèles, ou bien celles de la catégorie n** 64, et il n'y a que 
trois espèces de courbes enveloppes des droites du même plan 
mobile ; ce sont la courbe ([j.) et ses parallèles, et leurs déve- 
loppées obliques, et les parallèles de la développée de la 
courbe p. (elles enveloppent les parallèles de la droite AB). 

. i4* Dans le roulement de la droite AB sur la développée de 

la courbe /x, -7- se trouve déterminé dans chaque cas particu^ 
lier que nous venons d'étudier. 

1; 118. Problème VI. — Une courbe v [fig- 4^) entraîne avec elle 




son plan et reste constamment tangente à une droite fixe AX 
en un de ses points A ; nature du mouvement de ce plan. 
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Si Ton remarque que» dans le problème actuel, le mouvement 
est inverse du mouvement déterminé par les conditions du 
problème précédent, on obtient les proposilions suivantes : 

i"" Le lieu des positions des centres instantanés de rotation 
est, sur le plan Hxe, la normale AY à la droite AX au point A 
et, sur le plan mobile, la développée de la courbe. 

a** Le mouvement du plan mobile est produit par le roule- 
ment de la développée Ci de la courbe sur la droite AY nor- 
male au point A à la droite AX. 

3** Toute courbe parallèle à la courbe v restera constamment 
tangente à une droite AiX' parallèle à la droite AX en un 
point Al, intersection de la normale au point A avec la droite 
A.X'. 

4** Tout point du plan mobile engendrera une roulette ob- 
tenue par le roulement de la courbe C, sur une droite fixe AY. 
(Ce problème a été résolu au n® 109.) 

5*» Toute droite située dans le plan mobile enveloppera la 
courbe qui a été étudiée au n** 108. 

&* Deux points du plan mobile situés sur la courbe v ou 
sur une de ses courbes parallèles engendreront des roulettes 
qui auront un point commun situé sur la droite AY. 

7® Deux points M, M 'quelconques du plan mobile engendre- 
ront des roulettes qui couperont la droite fixe AY en deux 
points A, A' tels que leur distance sera celle des courbes paral- 
lèles à la courbe v qui passent par les deux points M, M'/. 

8® Si deux droites L, L| sont toutes deux tangentes à la 
courbe v ou à une de ses parallèles, les enveloppes de ces 
deux droites seront tangentes à la droite AX au point A ou à 
la droite AtX' au point Ai. 

9" Si les deux droites sont quelconques, les enveloppes 
couperont AY en deux points A, A„ où leu^s tangentes se- 
ront perpendiculaires à AY. 

io*> Le mouvement peut être produit par une courbe v et 
une de ses parallèles qui restent constamment tangentes à 
deux droites parallèles AX, A,X'. 

119. Problème VIL — Un angle constant (fig. ^&) entraî- 
nant son plan parallèlement à un plan fixe se meut de taille 



202 LIVRE II. — COURBES RAPPORTÉES A DES STSTÈHBS, ETC. 

sorte que les deux côtés de cet angle passent par deux points 




fixes 0, 0' situés dans le plan fixe. Mouvement du plan mO" 
bile. 

I" Le sommet M de Tangle constant OMO' décrit un cercle 
OMO'w circonscrit à l'angle et passant par et 0'. 

2p Le lieu des centres instantanés sur le plan fixe est le 
même cercle OMO'w. 

S*' Le lieu des centres instantanés dans le plan mobile est 
le cercle dont le rayon est Mw, dont le centre est situé en M^ 
sommet du triangle OMO'. 

4** Le mouvement du plan mobile peut être produit par le 
roulement du second cercle sur le premier, ce second cercle 
étant tracé dans le plan mobile dans une de ses positions et 
entraînant son plan parallèlement au plan fixe. 

5" Toute droite MO'' passant par le sommet M de l'angle ei 
située dans le plan mobile enveloppe un point fixe O'^du plan 
fixe; ce point appartient à la circonférence du cercle OMO'co. 

6° Toul point A du plan mobile différent de M décrit le li- 
maçon de Pascal ; pour le voir, il suffit de joindre ce point A 
avec le point M : la ligne AM passera par le point fixe O" ; 
donc, etc. 

7** Tout point situé à une distance de M constante décrira 
un limaçon de Pascal, constant de forme mais non de posi- 
tion, pourvu que le point se trouve toujours du même côté 
•par rapport à la tangenle au cercle I au point M du plan mo- 
bile. 

8° Toute droite L qui ne passe pas par le sommet M enve- 
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loppe le cercle qui a pour centre le point qu'enveloppe la 
parallèle à L menée par le sommet M et pour rayon la distance 
de ce point à la droite L. 

g"" Tout cercle tracé dans le plan mobile enveloppe un 
cercle concentrique du cercle I, ou bien une courbe parallèle 
du limaçon de Pascal. 

Mouvements équivalents. 

Un mouvement identique avec celui qui a lieu peut être 
produit d'une infinité de manières; nous nous contentons 
de signaler les suivantes : 

i"* Roulement du cercle, lieu des centres instantanés dans 
le plan mobile sur le cercle, lieu des centres instantanés sur 
le plan Gxe. Comme le premier cercle a un rayon double du 
rayon du second et que les concavités ont le même sens, on 
voit que toutes les courbes engendrées par des points dans le 
mouvement défini dans le numéro précédent sont des hypo- 
cycloïdes allongées ou raccourcies, produites par le roulement 
d'un cercle sur un autre dont le rayon est la moitié du rayon 
du cercle mobile. 

2"* Mouvement d'un angle constant situé dans le plan mo- 
bile dont les deux côtés restent tangents à deux cercles situés 
dans le plan fixe et ayant leurs centres sur le cercle MOO'. 

3® Mouvement d'une droite de longueur donnée, située dans 
le plan mobile, et dont les deux extrémités glissent sur deux 
limaçons de Pascal obtenus pour un même cercle directeur. 

4** Mouvement d'un plan mobile par cette condition qu'une 
droite située dans ce plan enveloppe un cercle ou un point 
situés dans le plan fixe, et qu'un point situé dans le plan mo- 
bile parcourt un limaçon de Pascal situé dans le plan fixe, etc., 
ce limaçon étant relatif à un cercle directeur passant |par le 
point situé dans le plan fixe. 

120. Problème VIII. — Un plan se meut parallèlement à un 
plan fixe par cette condition que deux points et 0' du plan 
mobile se trouvent toujours sur les côtés d'un angle XMY 
situé dans le plan fixe; nature du mouvement du plan mobile. 
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Le mouvement du plan mobile (Jig'^G) est inverse de celui 
qui a été considéré dans le n"" 119. D'après cela : 

I® Le lieu des centres instantanés dans le plan fixe sera le 
cercle dont le centre est M et le rayon Mcù qui est le diamètre 
du cercle circonscrit au quadrilatère M0&)0'. 

a® Le lieu des centres instantanés dans le plan mobile sera 
le cercle circonscrit à ce quadrilatère. 

3« Tous les points 0*", 0'" de la circonférence de ce cercle 
mobile engendreront des droites concourantes en M. 

4° Tout point N du plan mobile décrit une ellipse. En effet, 
tirez une droite par le point N et le centre I du cercle mobile 
OwO'M, joignez les intersections 0", 0'" de cette droite et du 
cercle avec le sommet M, le mouvement du plan mobile sera 
le même que si deux de ses points 0", 0'*' glissent sur les 
deux droites rectangulaires MO", MO''' situées dans le plan 
fixe. D'après cela, on voit que N décrit une ellipse, dont le 
centre est M, dont les axes sont dirigés suivant MO", MO*', et 
tels que leur somme ou leur diiîérence est constante, suivant 
que le point N est situé ou non entre les points 0" et O*'. 

5" Le point I, centre du cercle mobile, décrit un cercle de 
rayon [ML 

6"* Si des points tels que N sont à égale distance du point I, 
les ellipses décrites seront égales, concentriques; leurs axes 
auront des directions différentes, mais leur somme ou leur 
différence sera constante. 

7° Toute droite NI passant par le centre I du cercle mobile 
wOMO' enveloppe une hypocycloïde dont le cercle directeur 
est le cercle fixe et dont le rayon est le quart du rayon du 
cercle fixe. En effet, cette droite est le rayon du cercle 
f*>OMO' qui roule sur le cercle fixe (n° S5). 

8" Toute droite L parallèle à la droite NI enveloppe une 
parallèle de Thypocycloïde enveloppée par NI (n** 55). 

9° Tout cercle situé dans le plan mobile enveloppera une 
courbe parallèle de Tune des ellipses de la série énoncée (4**) 
du présent numéro. 
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Mouvements équivalents. 

Un mouveinent identique avec celui du plan mobile peut 
être produit d'une infinité de manières; ainsi , par exemple : 

I** Par le mouvement d'une droite de longueur donnée si- 
tuée dans le plan mobile, dont les extrémités s'appuient sur 
deux ellipses de la série énoncée (4**) dans le numéro pré- 
sent; 

2° Par le mouvement d'un angle constant situé dans le plan 
mobile dont les deux côtés restent tangents à deux hypocy- 
cloïdes de la série énoncée dans le théorème 7° du numéro 
présent, ou à deux parallèles à ces épicycloïdes; 

3** Par le mouvement d'un plan réglé par celte condition 
qu'une de ses droites enveloppe l'une des épicycloïdes déjà 
mentionnées ou une de ses parallèles situées dans le plan fixe, 
et qu'un point du plan mobile décrit une des ellipses de la 
série indiquée; 

4** Par le mouvement réciproque d'un des quatre mouve- 
ments indiqués dans le n^ 119. 

Remarques. — 1** Les réciproques des trois mouvements 
que nous venons d'indiquer produiront aussi le mouvement 
du plan mobile considéré dans le n"* 119. 

2® De l'équivalence des mouvements du plan mobile, il ré- 
sulte que chacune des courbes décrites par des points fixes 
ou enveloppées par des droites ont une génératrice multiple, 
laquelle correspond aux différentes manières d'exprimer le 
mouvement du point. 

3^ Si l'on considère deux plans mobiles d'après la loi indi- 
quée, les droites et les points semblablement situés par rap- 
port aux deux cercles roulants donneront lieu à des figures 
semblables, et ces droites et ces points envelopperont ou dé- 
criront des courbes semblables et semblablement placées. 

• 

121. Problème IX. — Une droite 00' {Jig> 4?) s* appuie par 
une de ses extrémités 0' sur une droite fixe PP' et passe par 
un point fixe 0; mouvement du plan qu'elle entraîne avec 
elle parallèlement au plan de la droite et du point fixes. 
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I* Lieu des centres insianianés. — 11 saffit de déterminer le 
poioi » de concours des normales aux droites PP et 00' me- 
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nées par les points O et O', et de le rapporter à des axes fixes 
dans le plan fixe ou dans le plan mobile, pour avoir l'équation 
du lieu, soit dans le plan fixe, soit dans le plan mobile; me- 
nons OA perpendiculaire à PP; soient OA = a; Ojt, Ojr les 
axes rectiiignes menés dans le plan fixe; & xf, O'^ceux me- 
nés dans le plan mobile, en représentant Oo» par r,, (Y ta par p, 
OO' par r, et en appelant d et ^ les angles que r et r, font 
avec Ox, ^x l'angle que uO' forme avec O':^', on a les équa- 
*tions 

(i) -=tang6, r= 75 p = — r^i 

* ' r ** cosS ^ cos*0 

or ^ et diffèrent entre eux d'un angle droit : on aura donc 
les équations 

, . flcosil; a 

pour représenter le lieu des centres instantanés dans le plan 
fixe et dans le plan mobile. Ces équations dans le système car- 
tésien sont 

(2') j»-|-rtj: = o, y* =z a^{x^ -h X')' 



CHAPITRE III. — DES COURBES PRODUITES, ETC. 257 

La première représente une parabole tangente en son sommet 
à Taxe des y et symétrique par rapport à Taxe des x, et la 
seconde une parabole bicarrée. 

2** Courbe engendrée par un point. — Un point quelconque 
de 00' engendre une conchoïde, excepté le point 0' qui en- 
gendre la droite PP'. 

3** Courbe engendrée par un point quelconque M du plan 
mofrite, — Soient j?', y les coordonnées rectilignes de ce point 
par rapport aux axes O'j?', 0'^ situés dans le plan mobile; et 
X, Y ses coordonnées par rapport aux axes 0^, 0/ situés dans 
le plan fixe; on a, d'après le «principe des projections, pour 
représenter les équations du point dans le plan fixe, 

( X = a -+- ^'sinô — r'cosÔ, 
(3) J * 

( Y = atang6 — j?' cosô — j'sinô. 

Si Ton élimine d entre ces deux équations, qu'on représente 
par / la distance du point M au point 0' et par i l'angle qu'elle 
fait avec l'axe 0' x\ on aura d'abord les deux relations 

/ /sin0= (X — a)cos/±sin/^/2_ (X — a)% 

(4) \ ' 

( /cos0 = — (X — a)sin/dzcosiV— (^ — «JS 
et ensuite l'équation 



y ___ (X — a)cosidzsiniV^'— (X — a)' 
(5) { (X— -a)siniq= cosi^l*^ {\ — ay 

qui est Téquation du lieu entre les coordonnées X et Y. 

4* Courbe engendrée par les traces d'un point du plan fixe 
sur le plan mobile, — On trouve les deux équations 

^'rrrXsine — Ycosô, 
^ ^ V' = -^-Xcose-Ysin0; 

-^ COS0 

conséquemment, en représentant par L la distance du point M 

^7 
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au point 0, et par I Tangle qu'elle forme avec 0^, on aura 

( Lsinei=: ar'cosI=hsinIi/L'— i'% 

(7) ] ^ _ 

( L cos — — x' sin I ±: cosi v^ — :r'%- 
donc réquation du lieu sera 



(8) f — , hF ^L' - x'K 

— x' sinldzcosIyL^ — x** 

Si L = a et I = o, on a 



)/a' — x'* >Ja} — x''^ 

5° Eni^eloppe d'une droite située dans le plan mobile, — 
1° Si la droite est parallèle à 00', elle enveloppe un cercle 
«ayant pour centre ; 

2® Si, sans être parallèle à 00', elle passe' par le point 0', 
elle enveloppe une parabole; 

3** Si elle est quelconque, elle enveloppe la courbe paral- 
lèle de la parabole qui est Tenveloppe de la droite parallèle à 
la droite dont il s'agit, cette droite parallèle étant menée par 
le point 0'. 

6** Enveloppe d'une droite menée dans le plan fixe, — Dans 
le mouvement inverse, c'est le plan du point et de la 
droite PP' qui devient mobile, de telle sorte que PP' passe 
par le point 0' et que l'extrémité de OA s'appuie sur la 
droite 00'. De là on déduit : 

i<» Une droite parallèle à PP' enveloppe un cercle dont le 
centre est en 0' ; 

2» Si elle passe par le point 0, c'est la courbe enveloppe 
d'un côté d'un angle invariable dont un côté indéfini passe par 
un point fixe 0', tandis que l'autre côté fini s'appuie par son 
extrémité sur une droite 00' donnée. 

3° Toute autre droite enveloppe une parallèle de la courbe 
précédemment indiquée. 

122. Problème X. — Une droite {fi g. 48) a son extrémité M 
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située sur une courbe donnée BB' et elle passe par un point 
jixe 0; cette droite entraîne avec elle un plan qui lui est inva- 

Fig. 48. 




riablement lié et parallèlement au plan de la courbe BB', lieu 
des centres instantanés Mi de rotation de ce plan mobile. 

Équation du lieu. — Soil r=^f{9) Téquation polaire de la 
courbe BB' par rapport au point comme pôle et à une droite 
fixe, a Tangle du rayon vecteur avec la tangente au point M, 
z Tangle de cette tangente avec Taxe fixe. Si Ton représente 
par les mêmes lettres affectées de l'indice i les quantités ana- 
logues dans la courbe cherchée rapportée au même pôle et 
au même axe, et que par les points et M on élève des nor- 
males, Tune à la droite OM et Tautre à la courbe BB', leur 
point d'intersection Mi sera un point du lieu. Soient OMi le 
rayon vecteur représenté par r,, 0, l'angle qu'il fait avec 0^; 
le triangle OMMi donne les relations 

donc les équations du lieu cherché seront 
„., . = g, « = «,-!. 

Tangente. — Soient R el N, R„ Ni les rayons de courbure 

17. 
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et la normale de la courbe BB' et du lieu; 5, Si les arcs corres- 
pondants de ces courbes, on a 

. da II 

or, d'après ce qui précède, on a les relations 



dl 
dr de 



r 



2 



cota = -jt, ? cotai = 



rde' """^'-rfr 

de 

La dlfférentiation de la première par rapport à s donne, en 
ayant égard à la seconde, l'expression suivante 

da sin'a cosa , 

— =z (cota— cota,); 

as r 

en égalant les deux valeurs de -r- > on obtient l'équation 

N 
(3) (cota, — cota) = — 



sina cosa 
qui, écrite sous la forme suivante : 

Rsina 
tang«. = - ^— g, 

R cosa H 

cosa 

donne une construction géométrique facile de la tangente» 
Rayon de courbure. — Écrivons la relation 

//\ ^--L_JL 

^*^ ds, ~"K, N, 

et différentions l'équation (3). Si l'on remarque que les équa- 
tions (2) et (4) peuvent s'écrire sous la forme 

rfcoia I / 1 I \ d cota 



ds 



I /i i\ rf cota, cosa / i jt_\ 

^ ^ïn^ \N "" R/ ' ds ■"' sïïï^ \K "" K) 
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celte différenlialion conduit à Téquation suivante : 



^ ^ ^ _ I I f\ a \ N I NR^ 

"~ sin'a R \cos'a sin'a/ D^ cosasina R» ' 

laquelle fait connaître le rayon de courbure Ri du lieu des 
positions successives du centre instantané de rotation dans le 
plan fixe. 

123. Problème XI. — Les mêmes choses étant données que 
dans le problème précédent, trouver le lieu des centres instan- 
tanés dans le plan mobile [fig. 48). 

Équation du lieu, — Elle s'obtient en prenant pour pôle le 
point M et pour axe polaire la droite MO, situées Tune et 
Tautre dans le plan mobile; nous représentons le rayon vec- 
teur MM, parp et Tangle polaire OMMi par vj;; le triangle OMMi 
donne les deux relations 

(i) p^=r^-\^r\, tang^=:-^5 

d'après cela, les équations du lieu dans le plan mobile sont 

{'') P'=/[(e )?+/'[( 6)]', tang4.=^. 

Tangente, — Considérons le lieu, c'est-à-dire la courbe rou- 
lante Miv dans une de ses positions; on a, après avoir posé 

a, — a = a, vj; = ^> 1^ tangente au point Mi du lieu en 

menant une ligne Mi/ formant un angle a avec le rayon vec- 
teur MMi; or les angles a et a^ sont connus : l'un est un des 
éléments de la question et l'autre a été déterminé dans le 
problème précédent. 

Lorsque la courbe MiV roule entraînant son plan, le point 
est tel, que, si dans le plan mobile on mène M,0 formant 
l'angle a avec Mi M, M, passera par un point flxe, le point M 
décrira la courbe BB'; le point dans le point fixe, pendant le 
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roulement de la courbe MiV sur la courbe Mifx, est tel, que de 
ce point on verra la distance du point M au point Mi sous un 
angle droit. Donc, si dans le plan mobile on décrivait une cir- 
conférence sur MMi comme diamètre, dans ses différentes* 
positions, ce cercle passerait par le point 0. 

Rayon de courbure. — Soit ^ ce rayon, on a, d'après le 
n« 101, 



(ïï;^i)=^-«(rR^) 



et, comme Ri est connu, le théorème II du n^ 102 donne la 
construction géométrique de Si, dont on aurait Texpression 
analytique en substituant dans Téquation précédente la valeur 

de jT- tirée de l'équation (5) du numéro précédent. 

i2k. Problème XII. — Les mêmes choses étant données que 
dans le problème X(fig, 48); courbe engendrée par un point 
du plan mobile, courbe enveloppe d'une droite située dans le 
plan mobile, 

i^ Soient x\;^^' les coordonnées du point N situé dans le 
plan mobile, par rapport à deux axes rectangulaires menés par 
le point M, Tun suivant OM et l'autre normalement à OM; 
soient X et Y les coordonnées du même point par rapport aux 
axes rectangulaires Ox et 0^ menés par le point 0, on a 

( X = (r-+-^')cosô — j'sinQ, 

( Y = (r-^- a:')sin9 -^ x' cosO; 

les seconds membres sont des fonctions de : ce sont donc les 
équations du lieu décrit par le point N dans le plan fixe. 

2® Supposons que la droite MC passe par le point M et forme 
l'angle i avec MO. Si du point Mi on abaisse une perpendicu- 
laire sur MC, le pied C de cette perpendiculaire sera un point 
du lieu. Soient OC=:p, et l'angle CO^ == ^t, le triangle OCM 
donne les deux équations 

(o) P' _ ^ _ psin(fl-0 , 

^^ sini ~ sin(z-f- — 4^0 sin(0 — v^,)' 
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or la seconde donne une relation entre ^2 et 0, puisqu'elle de- 
vient, par le développement des lignes trigonométriques, 

(3) - = — h-T^ r-^' -T- cosi— ^smi -, 

^ ' p sin(6 — ij^î) \ds as /' 

on a donc, par suite des équations (2), pi et ^2 en fonction 
de 6, c'est-à-dire les équations de l'enveloppe. 

Si la droite ne passe pas par le point M, elle enveloppera 
une courbe parallèle de la courbe enveloppe de la droite pas- 
sant par le point M et parallèle à celle dont il s'agit; la ques- 
tion est donc ramenée à la précédente. 

125. Problème XIII. — Les mêmes choses étant données que 
dans le problème X, moins la courbe directrice BB', le rapport 
des normales ri et p qui déterminent le centre instantané de 
rotation est constant et égal à sini];; mouvement du plan 
mobile, 

i"" Le triangle OMMi restant rectangle et semblable au triangle 
correspondant à une position déterminée de la figure, on voit 
que l'on a l'équation différentielle de la courbe directrice 

(i) --^ = tangi|; = m. 

L'équation de la courbe en termes finis sera donc, k étant la 
constante d'intégration, 

(2) r = ke'"^. 

2? Le lieu des centres instantanés dans le plan fixe est aussi 
une spirale logarithmique dont l'équation est 

(3) r, = kme^'~~^\ 

S** Le lieu des centres instantanés dans le plan mobile est 
une droite qui passe par le point M et forme avec OM un 
angle constant ^, 

4^ Le lieu des positions successives d'un point situé dans 
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le plan mobile est une courbe dont les équations sont 

^^^ I Y = {ke^^-hx')sine -hx'cosO, 

qui représentent une espèce de conchoïde spirale, laquelle est 
la courbe parallèle de la spirale elle-même. 

5® L'enveloppe d'une droite située dans le plan mobile pas- 
sant par le point M est une spirale logarithmique. En effet le 
triangle OCM reste toujours semblable à lui-même; donc OC 
est proportionnel à r. L'équation de cette courbe sera, / et C 
étant des constantes (n** 124 ), 

(5) p,=:Ce^(^"fK 

Si la droite ne passe pas par le point M, son enveloppe sera 
la parallèle de h spirale logarithmique dont les équations 
seront de même forme que les équations (4)« 

On arrive ainsi à ce théorème : 

Si une droite roule sans glissement sur une spirale, tout 
point ou toute droite situés dans le plan de cette droite en- 
gendre ou enveloppe une spirale logarithmique ou une paral- 
lèle de la spirale. 

6° Le lieu des traces qu'un point situé dans le plan fixe dé- 
termine sur le plan mobile a pour équations 

i x'=:X COS0 -h Y sine — ke'^\ 
^ ^ \ j'==Ycose — Xsinô. 

7° L'enveloppe des positions qu'une droite OC, située dans 
le plan fixe détermine successivement sur le plan mobile, 
lorsque cette droite passe par le point 0, s'obiient facilement. 
Soient t> et ^i les coordonnées polaires d'un point de l'enve- 
loppe par rapport au point M et à l'axe MO, et 1 l'angle que la 
droite OC, fait avec l'axe 0^, on trouve 

(7) t — rsin(lH-e), I + 6 -f- 1|;, = -•, ' 
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réquation du lieu sera donc 

(8) V = ke'"^^~'^^') cos^,. 

Si la droite est parallèle à OCi et à une distance p du point 0, 
on trouvera, pour Téqualion de Tenveloppe, 



(9) v=:p-i- kcos^ie 



(^'-♦.) 



126. Problème XIV. — Les mêmes choses étant données que 
dans le problème X, moins la courbe directrice BB', déter- 
miner le mouvement du plan mobile par la condition que le 
complément de l'angle des normales qui déterminent le 
centre instantané soit proportionnel à l'angle polaire de la 
courbe BB' (Jig. 48). 

La condition du problème est 
(1) ^ = me; 

conséquemment Téquatioa différentielle de la directrice est 

dr sinmO 



(2) 



rdO cosmô' 



on aura donc, a étant la constante d'intégration, les trois équa- 
tions 



I 



r =acos "^mOy 

(3) ( r, = atangm ( 01 | cos ^^mio^ b 

p i=acos ^ '^J^y 

pour représenter: la première la courbe directrice; la se- 
conde le lieu des centres instantanés dans le plan fixe; la 
troisième le lieu des centres instantanés dans le plan mobile. 
Cas particuliers. — 1** Si m = — i, on trouve 

r = acos6, r, = acos0i, p = a; 
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la première est un cercle de rayon - qui passe par le point 0, 

la seconde est ce même cercle, et la troisième est un cercle 
qui a son centre en M et un rayon double. Ainsi le mouve- 
ment du plan mobile est le mouvement hypocycloïdal qui est 
déterminé par le roulement d'un cercle sur un cercle de rayon 
double du rayon du premier cercle. 

2° Si m = i, on trouve le mouvement considéré dans le 
n« 121. 

3® Si m = — 2, on trouve les trois équations suivantes : 

x^{x^ -h x^) ^^ ^* 9 

la première est la lemniscate et la dernière la parabole bi- 
carrée. 

4** Si m = 2, on obtient le système des trois équations sui- 
vantes, dont la première représente une hyperbole équilatère : 

x^ — X^ ^^ «% 

x^^=a*{x''-hx^)' 

Sans poursuivre plus loin cette discussion, on voit que la 
courbe polaire, représentée par la première des équations (3), 
que nous avons déjà étudiée (n** 109) comme courbe roulante 
et qui a produit des roulettes d'un grand intérêt, engendre des 
courbes non moins intéressantes lorsqu'on l'étudié comme 
courbe directrice] du mouvement d'un plan, par cette condi- 
tion qu'une de ses droites passe par un point fixe et qu'une 
de ses extrémités s'appuie sur cette courbe. MM. Serret et 
Bonnet avaient déjà signalé d'autres propriétés remarquables 
de cette courbe. 

127. Problème XV. — Une droite {Jig. 49) B' C et un point 0' 

situés dans un plan entraînent ce plan parallèlement à un plan 

fixe qui contient une droite BC et un point 0. Ce mouvement 

est déterminé par cette condition que la droite B' C passe par 
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le point 0, tandis que le point 0' reste sur la droite BC; 
courbe décrite dans le plan fixe par un point M situé dans 

Fig. 49. 




le plan mobile; lieu des positions dans le plan mobile d'un 
point M situé dans le plan fixe. 

Soient a et ai les distances du point à la droite BC et du 
point 0' à la droite B'C; 9 l'angle que B'C fait avec a; soient 
00' représenté par r; x, y les coordonnées du point M par 
rapport aux axes fixes; j?', y' les coordonnées du même point 
par rapport aux axes mobiles 0'^', O'j'. Si Ton projette la 
ligne brisée ONMN'O' A sur Taxe des x et ensuite sur l'axe 
des^, on a les deux équations 



(I) 



:r = a— j'cosô -+-:r'sin9, 
asinô ai 



r 



COS0 COS0 



j'sinô — x^ COS0; 



on déduit de ces deux équations les deux suivantes : 



(lO 



r' 



a 



Ui sîn Q 



COS0 ' cosô 
x' =zai -4-^sin6 — jcosô. 



— J7COs6 — jsinô, 



Si Ton appelle /', / les distances du point M aux points 0' 
et G, et /', i les angles qu'elles font avec les axes 0'.^/, Oxj on 
déduit de la première des équations (i) les deux suivantes : 



(^) 



/' sin e = [x^a) cos/'dr sin l' s//'^ - (^ — a)\ 
l' cos9 = — {x — a) sin i' zfc cos f ' \/l'^ — {x — a)\ 
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et, en porlanl ces valeurs dans la seconde des équations (i), 
on trouve Téquation 



(3) 



a. r -h a{x — a) cosi^ ± a sxni' \/l'^— {x — aY 
— {x — a)sîni'±:sini' v^/'»— {x — ay 



±)/l'^ — (x — ay. • 



Cette équation est le lieu des points M dans le plan fixe. Elle 
est du genre des conchoïdes. 

De même, si l'on élimine 9 entre les deux équations (i'), on 
trouvera une équation analogue à la précédente et que Ton 
obtient en changeant dans celle-ci j et x en j', x' ; a, «i, /', /' 
en û„ a, /, /. (Hette équation n'est autre que Téquation (3), 
dans laquelle 7 et ^ sont regardés comme constants et /' ces/', 
/' sini' seraient les deux variables x' et j'. 

128. Problème XVI. — Les mêmes choses étant données que 
dans le problème précédent, et une droite étant située dans le 
plan mobile y trouver la podaire de V enveloppe de cette droite 
dans le plan fixe par rapport au point 0; et si la droite est 
donnée dans le plan fixe, trouver la podaire de V enveloppe de 
cette droite dans le plan mobile par rapport au point O'. 

Équation de la podaire, — Soient PPi {fig* 5o) cette droite, 

« 

"Fig. 5o. 




p et pi ses distances aux points et 0'; 4* et '|i lei? angles 
qu'elles font avec les axes Oxy O'x'. Si on projette le péri- 
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mètre OPP,0'A sur la direction de OP, on trouve 



(') 9-^9^= ■ _-^ , 



COS0 



or on a 



conséquemment 

, ,, asiniLi H-aiSind» 

Celte équation, si l'on regarde p, et 4*1 comme constants, et 
p et 4* comme variables, est Téquation polaire de la podaire 
située dans le plan fixe, de la droite située dans le plan mo- 
bilcj par rapport au poii)t 0; et si l'on regarde p et tj^ comme 
constants, et p. et ^x comme variables, elle est Féquation de la 
podaire de l'enveloppe dans le plan mobile, d'une droite située 
dans le plan fixe, par rapport à (y. Celle équation en coordon- 
nées rectangles est 

(2) [yx, -f- (or — a)j,]»(jr'H-7»)= [j.ar H- [x, — a,)r]'[x\ -^ y\), 

qui représente une courbe du quatrième degré. 

Si l'on appelle ji? el/?i les distances d'un point de la courbe 

aux droites, 

« 
(D) y,x-\-{xt— a,)y=Oy 

(D.) x,y-^yx(x — a) =0, 

réqualion précédente peut s'écrire sous la forme suivante : 

Pi fi 

Ainsi la distance d'un point de la courbe au point est propor- 
tionnelle au rapport des distances du même point aux deux 
droites D et D,, la première passant par le point et la seconde 
parle point A, et telles que le rapport des tangentes des angles 

X\ O'O 

qu'elles forment avec l'axe Ox est î — =r— -j-^? c'est- 

^ Xi — ax Q, A' 
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à-dire ne dépend que de la projection Qi du point Pi sur Taxe 
des ^ dans le plan mobile. 

129. Problème XVII. — Les mêmes choses étant données 
que dans le problème précédent, trouver le lieu des centres 
instantanés dans le plan fixe et dans le plan mobile (fig. 49 )• 

L'équation de la droite BC par rapport au point comme 
pôle et à Taxe Ox, et Téquation de la droite B'C par rapport 
au point 0' comme pôle et à Taxe O'x' donnent 



COS0 COS0 

Soient t^ et f les coordonnées du point G par rapport au 

premier système, x/y <f' les coordonnées du même point dans 

le second système, on a, en projetant OG sur BC, les deux 

équations 

. asinO-^Ox n ^ 

V COS0 = ^ — 5 9 = — h y, 

COS0 ^ 2 

d'où on déduit l'équation 

, , ai — acos<p 

(2) v=: r-T -y 

qui est l'équation du lieu des centres instantanés dans le plan 
fixe. Dans le système cartésien, on obtient 

(2!) (x^ H- axY = a\(x^ 4-7'). 

On trouvera pour équations du lieu des centres instantanés 
dans le plan mobile dans le système polaire, en remarquant 
que 9' égale cp, l'équation 

,0, a — a, COS9 

^ ' sm*9 

et, dans le système cartésien, l'équation 

(3') {x''-^atx'Y = a'{x'''hx''), 

qui représentent la même courbe que l'équation (2'), comme 
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cela devait être, puisque par la nature du problème le mouve- 
ment direct du plan mobile par rapport au plan fixe, et le mou- 
vement inverse de ce second plan par rapport au premier sont 
identiques d'espèce et ne peuvent différer que par les para- 
mètres a, a,. 

Si Ton construit les deux courbes (2) et (3), la première 
dans le pian fixe et la seconde dans le plan mobile, et qu'on 
les place d'après une position particulière de la figure, ces 
deux courbes seront tangentes, et, en faisant rouler la Seconde 
sur la première, on obtiendra le même mouvement que celui 
qui est produit par les conditions du problème. 

L'équation 

(4) y^-^ax^=o 

représente une parabole tangente en son sommet à Taxe des ^, 
symétrique par rapport à l'axe des Xj et placée du côté de la 
partie négative de cet axe. Donc l'équation (2') représente un 
lieu qui jouit de cette propriété que la distance d'un de ses 
points à un point fixe est dans un rapport constant au rec- 
tangle des segments des sécantes menées de ce point à la pa- 
rabole (4) dans une direction constante. 

Problème XVIII. — Les mêmes choses étant données que 
dans le problème précédent, trouver l'enveloppe d'une droite 
située dans le plan mobile {fig> 49)- 

Soit O'D' cette droite passant par le point 0' et formant 
l'angle wi avec Taxe O'o?'; du point G on abaisse une perpen- 
diculaire GD' sur celte droite; soient x tly les coordonnées 
du point D' par rapport aux axes Ox, 0/; si l'on projette OD'O' 
successivement sur 0^ et sur O7, on a les équations 



x^=a — v sin'( Wj — 6 ), 

ax-\- a sin 6 , . / /» % / o . 

, , . Y=- û — — i>'sm(û),— e)cos(wi — 0), 

(l) { -^ COS0 

, a H- «1 sin 6 

V = y. î 

COS0 

qui sont les équations du lieu. 
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De même, si OD' est une droite passant par le point et 
formant un angle &) fixe avec Taxe des x, et qu'on cherche 
Tenveloppe de cette droite dans le plan mobile, on trouvera 
les équations 



(a) 



a, — i^sin*(&) 

a -f- a, sinô 
cosô 

a, -4- a sinô 



-t.sin(&i — 0)cos(w— 0), 



COS0 



Si la droite située dans le plan mobile était parallèle à O'D' et 
située à une distance p' de celte droite, les équations de Ten- 
veloppe dans le plan fixe seraient 



^-f-/?'cos(a), — 0) 
X — P' sin(&), — 0) 



a — t^'sin*(tk), — 6), 
a, -hasinô 



COS0 

a -f-a, sin9 

COS0 



— x/ sin(to, — 9) cos(w, — 6), 



130. Problème X\X.— Une courbe B'C et un point 0' {/ig. Si) 
situés dans un même plan entratnênt ce plan parallèlement à 

Fig. 5i. 




un plan fixe qui contient une courbe BC et un point ; ce 
mouvement est de plus assujetti à cette condition que la 
courbe B'C passe par le point et que le point 0' soit situé 
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sur la courbe BC. Mouvement d'un point M situé dans le plan- 
mobile, 

Soît la courbe BC rapportée à deux axes rectangulaires situés 
dans le plan fixe, 0^, Oj passant par le point 0, et r=:f{$) 
réquation polaire de cette courbe par rapport à et à l*axe 
des x, Ox. Soit la courbe B'C rapportée à deux droites O'^', 
Oy rectangulaires situées dans le plan mobile, et soit 
r, =ft{Ôi) son équation polaire par rapport à 0' et à Taxe 0':r'. 
Soient ^', j' les coordonnées de M par rapport aux axes mo- 
biles, et X, Y les coordonnées du même point par rapport aux 
axes fixes, on a les deux équations 

j X=:rcos^ — :i/cos(^,~^)--7'sln(0, -r-O), 
^*' 1 Y = rsin0-+-.r'sin(e, — 0) — 7'cos(e, — 0); 

or, puisque les deux rajons vecteurs r et r, sont les mêmes« 
on a réquation 

portant dans les équations (i) la valeur de 0i en fonction de 6 
tirée de cette dernière équation; les équations (i) représen- 
teront le lieu des positions du point M sur le plan fixe. 
On déduit de ces rebli^^Hs les équations suivantes : 

( :c' = r. cosô, -4- Ysin(0, ~0) — Xcos(0. ~0), 
^^ ^ I j':^r,sin0. -Ycos(0, — 0)— Xsin(e. — 0); 

et si Ton exprime en fonction de 0i au moyen de réqua- 
tion (2), on aura les équations du lieu des positions dans le 
plan mobile d'un point M situé dans le plan fixe. 

Si Ton élimine 0, 0i entre les équations (i) et l'équation (2), 
on aura une relation entre X, Y, x'^ y\ et cette équation aura 
cela de remarquable que, suivant qu'on y considère x\ y' 
comme constantes et X et Y comme variables, ou bien ces 
dernières comme constantes et les premières comme variables, 
on aura l'équation cartésienne du lieu dans le plan fixe ou dans 
le plan mobile. 

Podaire de V enveloppe d'une droite RS située^ dans le plan 

18 
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mobile par rapport au point O situé dans le plan fixe. — Soit 
(^7^.52) RS silué dans le plan mobile; si des points O et G' on 

Fig. Sa. 




abaisse des perpendiculaires p et pi sur cette droite, et qu'on 
représente par e et «i, ^ et ^x les angles que cette droite et la 
direction des perpendiculaires font avec les axes 0^:, Ox* y on 
aura les deux relations linéaires 



(3) 



p — pi ==rcos(ip — 0) = rcos(4'i — 0i) 



et les deux relations angulaires 



(4) 



2 ^2 



^'i* 



Donc, par suite de l'équation (3), 9 est une fonction de i|> 
et de e,y et Bx une fonction de ^x et de e. De là résulte que la 
première des équations (3 j donne la valeur du rayon vecteur p 
en fonction de vj; et des deux constantes e, et pi, tandis que la 
seconde donne la valeur du rayon vecteur pi en fonction de ^x 
et des deux constantes e et p. La première est donc l'équation 
de la podaire dans le plan fixe, d'une droite située dans le plan 
mobile, par rapport au point 0, et la seconde est l'équation de 
la podaire dans le plan mobile, d'une droite située dans le plan 
fixe, par rapport au point O'. 

131. Pkoblèhe XX. — Les mêmes choses étant données que 
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dans le problème précédent y trouver le lieu des centres instan- 
tanés dans le plan fixe et dans le plan mobile. 

Soient OG, (y G (fig. 53) les deux normales aux courbes, 
représentées par p et p,; soient ^ et 4*1 'es angles qu*elles 

Fig. 53. 




font, la première avec Taxe Ox et la seconde avec l'axe 0' x^ ; 
soient «i, aies angles que ces normales font avec la droite 00'; 
le triangle OO'G donne les relations 



(') 



00' 



OG O'G 



sin(a-f-ai) sina sinai 



Si Ton remarque que Ton a, par suite des équations polaires 
des deux courbes BC, B'C, les équations 



(^) 



dr 

sina = -7-^ cosa 

as 

dn 

sinai = -7-5 cosa, 

dst 



rdQ 
ds. 



et que, r'et r, étant égaux, on a aussi 



(3j 



/(e)=y:(ô,). 



18 
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les équations (i) donnent 

l___dQj^ de (In 
, , p~^ dst dr dst^ 

'*^ ^ l_de dO^dr^ 

Pi ds dfx ds^ 

mais, d'une autre part, on a les deux relations 

(5) ^p 4- 6 = arc tang = ^;-^ , +i — ô» = arc tang = ^; 

donCy par suite des équations (3) et (5), on peut exprimer G 
et Oi en fonction de ip ou de ^i. 

De là résulte que la première des équations (4) donne - 

en fonction de vL, et que la seconde donne en fonction de 4^.. 

La première est donc le lieu des centres instantanés dans le 
plan fixe, et la seconde le lieu des centres instantanés dans le 
plan mobile. 

Si Ton voulait obtenir les équations de ces deux lieux en 
coordonnées cartésiennes, on projetterait le périmètre du 
triangle 00' G d'abord sur les deux axes Oa:, Or, et ensuite 
sur les deux axes O'a/, O'j'. 

132. Problème XXI. — Une droite (Jig. 54) OM s appuie par 
une de ses extrémités M sur une courbe MS et reste tangente 

Fig. 54. 




à une autre courbe Oo*, ent rainant avec elle le plan qui la 
contient, lequel se meut parallèlement au plan commun des 
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deux courbes. Oc et MS lieu des centres instantanés de rota- 
tion dans le plan fixe. 

Soient les courbes, 0<r, MS données par leurs équations 
naturelles 

(., g = ^ = T(e), g = R=/(«). 

Si Ton rapporte la courbe s à la courbe o-, en conservant les 
notations d'usage, on a les équations (n® 62) 

, , , rdt dir-\-(j) i sina da 

' ds ds ' 1\ r ds 

Si l'on élève aux points et M des normales, leur intersec- 
tion Mi est un point du lieu cherché M, Si; soient OM, = r, 
et ai et a. les angles que la tangente au point Mi à cette courbe 
fait avec les deux normales. Nous représentons les éléments 
dé cette courbe par les mêmes lettrés représentant les élé- 
ments correspondants de la courbe MS; mais,»pour les diffé- 
rentier, nous les affectons d'un indice i. 

Équation du lieu des centres de rotation, — Le triangle OMMi 
donne la relation 

OM, = OMcota, 

on en déduit 

(3) r.= T.^''- 

dr 
Donc la question est ramenée à calculer -r- en fonction de e, 

question déjà résolue au n® 74; en posant -7- = r'= \jj(e), 
l'équation du lieu rapportée à la courbe 9 sera 

(3') ,. = ^(e'-2)+^(e'^=). 

Soit Cd' la développée de la courbe cr, on voit que la dis- 
tance CMi du point Mi à cette développée comptée sur la tan- 
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gente est égale à ^; donc, si l'on rapporte le lieu des points H. 
à cette développée (système fangentiel), l'équation du lieu 



(4) '•' = + (^'-ï)-' 

or la déTcloppée a' est donnée par la relation </ -hSi.=z consf., 
de laquelle on déduit 

"' ^=-''(^-ï)' 

qui est l'équation naturelle de cette développée (n^'42 et 43). 
Tangente. — Rapportons le lieu des points Hi à la déve- 
loppée (t\ nous avons les équations 

(6) -^ — j ^=cos«,, —j — =sina, , ^ ,, — ^ = cotfl,/ 

dsi dsx r ar 

Si Ton différeniie celle ^es équations ( 2 ) analogue à la dernière 
des équations (6), en ayant égard aux équations (2)» on trouve 

da r'sina, 

égalant cette valeur de -r- à celle qui est fournie par la troi- 
sième des équations (2), on obtient 

( 7 ) cota, — cota = -f-i — Ur — D ' 

r'sina \N R/ 

qui est semblable à celle que nous avons trouvée au n^23, et 
qui, par conséquent, se construit de même manière et donne 
la direction de la normale à la courbe f|. 
Rayon de courbure. — Si Ton remarque que Ton a 

dttx II 

iS;^ ~ ïï; ""^ n; 
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et que ]es équations (2) et (6) fournissent la relation 

r sin ai dsx = r' sin a ds, 
on a 

^cota I / 1 I \ 

<8) ' ^ ' 



rfcola, 
ds 



r' sina / ' _ * \ 

■"7 sïn^ \n;""r;/' 



de là résulte que, si Ton différeniie l'équation { 7 ), on trouvera, 
après quelques réductions faciles et en se rappelant que -j-j 

--p sont représentés par i^» tt» Téquation suivante 

r'^ sin'a / i i 

N' sin«a, VN", "" R^ 

qui donne l'expression et la construction du rayon de cour- 
bure Ki du lieu des points Mi; or, d'après une remarque déjà 
faite, lorsque Ton connaît le rayon de courbure du lieu des 
centres instantanés dans le plan fixe, on connaît par cela même, 
d'après réquàtion(2) du n*» 115, le rayon de courbure du lieu 
des centres instantanés dans le plan mobile. 

Lieu des centres instantanés de rotation dans le plan mobile^ 
— On prendra pour axe des x' la droite MO, et pour axe desj^^' 
une perpendiculaire menée par le point M ; on a 

r=F(e); 
donc 

(10) x' =z r=: F(e), x' ~" '* cota = F(e) cota; 

or a est une fonction de e que Ton peut calculer d'après les 
équations données au n"" 74; donc les équations (10) sont les 
équations du lieu des points Mi dans le plan mobile. 
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La tangente et le rajon de courbure de ce lieu dépoident, 
d'après ce qui a été dit, de la tangente et du rayon de courbure 
de la courbe précédemment étudiée. 

133. PaOBLfcMB XXII. — Les mêmes conditions étant posées 
que dans le problème précédent^ la courbe directrice MS est 
une droite, lieu des centres instantanés de rotation. 

Si Ton conserve les notations du numéro précédent et qu'on 
admette i/lg^SS) que la droite MS coïncide avec l'axe (Vx 

Fig. ô'j. 




Tangle e devient nul, l'angle e devient supplémentaire de ran-* 
gle a; cela posé, on détermine les éléments de la courbe MiS. 
de la manière suivante. 

Point de la courbe. — Le point Mi de la courbe est déter- 
miné par Tintersection des normales OMi, MM» aux deax 
courbes, et l'on a, en appelant p la distance MMi^ 



(f) p=^^ = N = -D. 

^ sm« 

Tangente. -^ L'équation ( 7 ) du numéro précédent donne 



M 



cota, — cota =: , , ^ y 

r sin^a 



de laquelle on déduit, en appelant 1 l'angle que la tangente à 
la courbe H, S, fait avec MS, 



13) 



sma. 



sma, 



r sin a sin ( a — a^ ) sin a cos i 
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Élément de l'arc dst.~- On a, d'après les formules (2) et (6) 
du numéro précédent, 

,,. dsi r' sin« 1 

(4) 



ds r sinai cosi 

Rayon de courbure. — La formule (9) du numéro précé- 
dent donne 

r' sin'a / i i\ 2 cola 2 r" 

r' 
or, si Ton y remplace N, par sa valeur -: — » et qu'on en éli- 

sm Ai 

mine r' au moyen de l'équation (3), on obtient Téquatiorv 

simple 



I rr — r ' . i 



(6) -:=: — sina — 

^ R, cos'i r^ rsina 

qui donne une construction facile du rayon de courbure Ri- 

Longueur de la tangente T, de la normale N,. — On a les 
relations 

- r' rtangat 



T,:- 



, . , cosa, sina sin(ai — a) 

(7) 



Tî.=: 



r 



sînai sina sin(a — ai)' 



la sous-tangente et la sous-normale sont données par les for- 
mules 

.Q, rsina, tangai rcosa, 

(O) 5/, = ^r- — -T-7 r» 5«j = — 



sina sin(a, — a) ' sina sin(a, — a) 

134- . Seconde méthode de solution; vérification des for- 
mules précédentes, — Soient x et jles coordonnées du point M» 
par rapport à deux axes rectangulaires dont Taxe des x cpïn^ 
cide avec O'S; cherchons la solution du problème précédent 
dans ce système de coordonnées. 

Point de la courbe. — Soit s la distance du point 0' au 
point M; on a, pour déterminer le point Mi du lieu les deu% 
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équations, en ayant égard aux équations (a) du n"* 13^, 

r ds 
^ ' -^ sina ai 

et comme * et -p sont des fonctions de e (n* 74), l'élimination 

at 

de cette variable donnera Téquation de la courbe en coordon- 
nées rectangles. 

Si s n'est pas connu en fonction de e, on opérera de la ma- 
nière suivante : la courbe a- étant connue, en appelant x' et y' 
les coordonnées du point de cette courbe et j',, x\ des con- 
stantes, on a 

(3) x' -— x\= j cosed^, r' — j't^ / sinerfo-; 



or 



r 

X = x'-\- r' cote, r = -r-r- '-, 



donc on a les équations 



(4) 



l x=x\-\' I coserfo--!-^', cote-hcoie I sinerfcr, 

/ r = -r^- -+--rV / sinerfo-, 
I "^ sin'e sin'e J^ 



qui seront les équations du point Mi. 
Tangente, — On a 

£ (^\ 

.de \de) 
(2) lange = —^--Z.; 

dl 

pour vérifier celte formule, il suffit d'y substituer les valeurs 
de -7-9 -rj tirées de la deuxième des équations (i) ; on obtient 

r' 

{1') tang/= h cola, 

r 
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laquelle concorde avec réquatîon (3) du n'' IBfc, après réiimi- 
nation de Ai* 

Élément de Varc dsi. — L'élément rfs, est donné par Féqua- 
tion suivante, dans laquelle s' et 5'^sont les dérivées première 
et deuxième de s par rapport à e : 

(5) ds] = {s''-hs"^)de'; 

celte formule concorde avec la formule (4) du numéro précé- 
dent. £n effet, en substituant les valeurs de s' et de s^ tirées de 
la deuxième des équations (i), on a 

de^ 
(5') ds]= . , (r^-4- r'^sin'a -*- 2rr' cosasina), 

ou bien, en ayant égard à Téquation (4) du numéro précédent 
et en développant. 



ds]z= -r-T- sr'sm'a-f- r» --:— ^ : -h cosa 

sin*a{ Lsm(a — fl, ) J 



2 



rfe* r 



sin^a sin^(a 






et, conséquemment. 




^ 


(5") 


dsi 
ds "" 


I 
cosi 



Rayon de courbure R,. — Il est donné par la formule 

(6) g- = -^-^^ — sm»(a — a, ); 

or, en ayant égard aux valeurs des dérivées de s tirées de la 
deuxième des équations (i), on obtient l'équation 

■ 

, . I (rr' — r'»)sin^a--r' . ^. . 

7) =r- = ^ T-^- sin*(a — a,), 

' R, r'sm'a ' 

qui n'est pas distincte de l'équation (6) du numéro précédent* 
135. Déformation de la courbe, lieu des centres instan'^ 



immés* — Les cooftiolwéesriçctaaztcsd'ini point qaeteonqiie do 
lieo étant 



il en résulte qae, si Ton înfiéchîi la loosuear s sur une courbe 
telle que pour celte longueur la tangente en ce point fasse, 
arec une ligne fixe qui serait la position primitire (Xx, un 

angle égal a e, le rajon de courtnire serait égal à -r-t c'est- 
à-dire â jr. DoDC le lieu des centres instantanés !!• proTÎent du 
déTcloppement de cette courbe sur une droite (Xx, arec cette 
condition que les rayons de courbure sont entraînés chacun 
par chaque élément correspondant restant perpendiculaire à 
cet élément. Le lieu des centres instantanés n'est donc autre 
chose que le Heu des centres de courbure de cette courbe 
après le déreloppement tel que nous venons de l'indiquer. 

Proposons-nous d'étudier la nature de cette courbe. 

Coordonnées du point. — Soient X et Y les coordonnées 
d'un point de cette courbe. D'après ce que nous avons établi 
au numéro 1^, on a, en supposant nulle la constante ^«, 

(2) fr(e) = ^^Jsmtda; 

donc les coordonnées rectangles X et Y sont 

(3) \= I — :—;; — Isineda, Y= I —, — / sin£</a. 

J sin'e J J sine J 

Tangente. — L'angle que cette tangente fait avec Taxe des a: 
est tf comme cela résulte de la nature de la courbe et comme 
on peut le vérifier par la différentiation des équations (3), 
puisque Ton a 

ifK dY 

(4) 5x~^"^^' 

Rayon de courbure, — Soit R ce rayon de courbure, on a R 
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égal à/'(e) d'après l'équation (2), ei conséquemmenl 

(5) Rsin'e=:/^sineûfe; 
si Ton différenlie celte équation, on trouve 

(6) 2 Rcose-hR'sine^:^. 

Telle est la relation qui lie le rayon de courbure ^ de la 
courbe da avec le rayon de courbure de la ligne qui nous 
occupe et le rayon de courbure de sa développée. Si l'on se 
reporte à la figure, on voit que si, à partir du point M, on prend 
une longueur égale à 2R double de la normale MMi et en sens 
inverse de cette normale, qu'à l'extrémité de celle longueur 
on mène une perpendiculaire égale au rayon R' de la dévelop- 
pée, dans le sens des x positifs, le centre de courbure de la 
courbe o- sera la projection de rextrémité de R' sur la direc- 
tion de la normale OM, à la courbe rfo-. 

Le rayon de courbure R et les rayons de ses développées 
première et seconde sont aussi liés par une relation simple 
avec le rayon de courbure Ri de la courbe après le développe- 
ment; cette relation est 

I R'^ R' 2 

(7) 



R, cos^/ R' R' Rsin'a' 

elle résulte de l'élimination de r, r', r" entre l'équation (6) 
du n*» 133 et l'équation 

r=:Rsina, 

et ses deux dérivées par rapport à e. 

136. Problème XXIII. — Étant données les mêmes condi-- 
tions que dans le problème précédent y d'un point 0" on mène 
des rayions égaux et parallèles à MO. Nature du lieu des 
extrémités de ces rayons (fig* ^^)* 

Soient t., e, Ci, ^1 le rayon vecteur, l'angle polaire, Tare et le 
rayon de courbure de la courbe ; a, 1 les angles de la tangente 
avec le rayon vecteur et avec l'axe 0" x; on a les équations 



1 
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relatives à celle courbe 

<i) -j — =sina, j— =cosa, 

et aussi les équations 

(2) rfo- 4- rfr=: rf5C0sa, rcl£ = dssit\a 

relatives à la courbe (x. 

Tangente. -— Comme «. et r sont égaux, pn a, d'après l'équa- 
lîon (2) du n<> 13b, 

cota = — =: tangi — cotfl, 
et conséquemment 

(3) C0la-+-C0tflc, -4- COtfl = o; 

telle est la relation qui lie les angles « et «i des tangentes des 
courbes s, et o-, avec leurs rayons vecteurs, et l'angle a que 
chacun des deux rayons vecteurs fait avec Taxe des x. 
Élément de la courbe 

da\ = {r'-h r'')dtK • 

Conséquemment, eu ayant égard aux équations (2) du numéro 
présent et aux équations (6) du n° 132, on obtient la formule 

{4) d<j]=: ds^sm^a 4- ds] sin'«,. 

Rayon de courbure Q. — On a les relations 

.w, I sina da r' 

Q r ddx r 

si Ton différentie cette dernière et qu'on ait égard aux rela- 
tions (i), on a 

doL rr" — r'^ . , 

- sin'a; 



rfo-i r 



3 



donc 

(5') 
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I sina r'^^rr** , . 

TT = 1 sin*a. 

Q r r' 



2Hj 



Si Ton compare celle équaiion avec celle de l'équalion (6) du 
n*» i33, on trouve Téqualion 

(fi) I I — L(— ' \. 

Qsin'a RiSin'aiSina r \sin*a sin^a/' 

telle est la loi d'après laquelle sont conjugués les rayons de 
courbure Q et Ri 

137. Application du problème XXII. — La courbe a est un 
cercle dont G esl le centre, R le rayon et Ri la distance du 
centre à la droite fixe C, S. 

1® Lieu des centres instantanés Mi dans le plan fixe. — On 
prend [fig* 56) pour axes coordonnées deux droites rec- 

Fig. 56. 




tangulaires menées par le point Ci, dont Tune parallèle à la 
droite C»S. Si Ton projette le contour C,OMC d'abord sur CM, 
on a réquation 

R, = R cos€ -¥- X sine; 



or le triangle CNMi donne 



y = ^cole; 
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rélimination de e entre oies deux équations donne Téquation 

1^ Lieu des centres instantanés dans le plan mobile. — On 
rapporte le point Mi aux axes Ox', 0/' passant par le point O, 
et Ton obtient 

(a ) {x'^ + Viy'Y = R; (:r'^ -h/''); 

de là résulte que le mouvement du plan mobile est le même 
que celui d'un plan mobile contenant une droite CD et un 
point 0, la droite CD passant par un point flxe C, et le point O 
glissant sur une droite fixe CiS située dans le plan fixe. C'est 
ce que l'on voit directement sur la figure; car CD parallèle à 
OM passe constamment par C, et le point 0, extrémité de la 
perpendiculaire OD à CD, se trouve toujours sur C,S. C*est ce 
mouvement que nous avons déjà étudié au n® 129. 

138. ^application du problème XXI. — La courbe o* et. la 
courbe s sont des cercles dont les centres sont C et Ci et les 
rayons R et R, ; d est la distance des centres. 

1® Rapportez le cercle R, au cercle R dans le système tan- 
gentiel r et £. Projetez (fig.5'] )<la ligne brisée CODC'M surOM 

Fis. ^7- 




^H sur C0> on trouve les équations 

i r= RiSina+dcoss, 
I H=i.-— R,oos<ï-hdsîn£; 
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si Ton élimine a entre ces deux équations, on a la courbe 5, 
c'esl-à-dire le cercle Ri rapporté au cercle R ; et ce sera l'in- 
verse si Ton élimine entre ces deux équations Tangle e. On 
obtient ainsi 



(2) r = 3cose dz y^RJ — (R — dsine)». 

(3) r=R,sinazbv^d»— (R — R,cosa)% 

1^ Lieu des centres instantanés Mi dans le plan fixe. — 
Soient ^ et 7 les coordonnées du point Mi par rapport à deux 
axes rectangulaires passant par C, dont Taxe des x coïncide 
avec CCt ; soit CM» = p et <]; l'angle de p avec l'axe des jr, on a 

,,, OM, ^ / 7r\ 

donc 

(5) p = R — r cota — R — R, cosa ±: cota y^ô* — (R — R, cosa)% 

équation entre les deux coordonnées p et a; il ne reste qu'à 
éliminer a entre cette équation et la deuxième des équa- 
tions (i) : on trouve 

d(R~dcos0)sin0 



pr=--5cosezi: 



v/Rî-(R — dcosÔ)^ 



qui est l'équation polaire du lieu. 

Lieu des centres instantanés dans le plan mobile. — En pro- 
cédant comme il vient d'être fait et en remarquant que les 
coordonnées polaires sont pt et a considérées dans le plan 
mobile, on trouvera l'équation suivante : 

^ 

p, = R, -f. -: — s/à' — (R — R, cosa)'. 

139. Problème XXIV. — Les mêmes conditions étant don-- 
nées que dans le problème XXI ( n** 132 ), déterminer la courbe s 
de telle sorte que V angle des deux normales soit proportionnel 
à l'angle que la droite mobile OMfait avec l'axe fixe (fig. 54). 

19 
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Conditions du problème. — On a la condition 

, , d{r-\- 0-) cosme 

(l) T = -: » 

' rae sinme 

laquelle» quand on a égard à la relation ^=:cp(e), donne 
réquation différentielle de la courbe 

y X dr , , 

(2) -j rcotme 4- cp(e) = o, 

qui est linéaire; son intégrale est 

(3) r=Csin'"m€ — sin'^me I <p(e) sin ^medt; 

cette équation est celle de la courbe s rapportée à la courbe a 
comme courbe des pôles. Il faut y joindre les relations angu- 
laires 

(4) a = me, e = a4-e, e =i [m -\- i)t. 
Équation naturelle de la courbe. — On a les relations 

ds r r 



(5) 



dt sina sinme' 



or siy pour abréger, on représente par F(e) le second meinbre 
de l'équation (3), on a les équations 

de sin a m 

sm e 

I -h m 

dont la dernière est l'équation naturelle de la courbe. 

Courbe lieu des points Mi dans le plan mobile. — Soient HMi 
le rayon vecteur p et ip l'angle de ce rayon avec la droite HO, 
on a 

r=rpsina, 



CHAPITRE III. — DES COURBES PRODUITES, ETC. 29 1 

ety par suite, 

\im m) 



(7) p 






sera Téquation du lieu des points Mi dans le plan mobile. 

Pour avoir Téquation du lieu en coordonnées rectangles, 
soient MO Taxe des x et une perpendiculaire menée par le 
point M à cette droite Taxe des /, et x\ y' les coordonnées 
du point Ml par rapport à ces axes ; on a 

x'^OlAy j' = OM.; 
donc 

(8) ^'z=^F(e), ^=cotm£ 

X 

donnent les coordonnées x'y y' en fonction de la variable e. 
L'élimination de e entre ces deux équations donnera Téqua- 
tion du lieu en coordonnées rectangles. 

140. Solution analytique du problème IV. — Conservons 
la notation exposée au n"* 115. Rapportons la courbe Ci, lieu 
des centres instantanés dans le plan mobile aux courbes ifb, libi, 
développées des courbes v, vi situées dans le plan mobile; les 
coordonnées du poiat de la courbe Ci par rapport à iR> seront 
p et ty et, par rapport à la courbe ijbi, elles seront pi, ei. De 
même, si Ton rapporte la courbe C, lieu des centres instan- 
tanés dans le plan fixe, aux courbes B, Bi développées des 
courbes n, Hi situées dans le plan fixe, les coordonnées se- 
ront r, e par rapport à la courbe B, et ri, ei par rapport à la 
courbe Bi. Cela posé, si l'on se reporte au n** 115, on déduit 
des équations (v) et (n) les relations 

(i) p rfs =^ rdey Pi dis = r, rfe», 

et les deux suivantes : 

(2) p -4- rz= cp(e) -4-/(6), p, H- Ti rtn (p,(e.) -h/.(^, ); 

«9- 
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or les quatre angles e, ^1, e, Ci sont tels que trois sont fonctions 
du quatrième. En effet, si Ton représente par ^, m, ^i, ni les 
coordonnées rectangulaires des points de contact E, Et des 
courbes v, Vi avec les courbes n, /ii, et par ^, y, Xt, y^ les coor- 
données des mêmes points de contact en tant qu'appartenant 
aux courbes n, ni, les premières coordonnées par rapport à 
deux axes O'x't O'y' situés dans le plan mobile, les secondes 
par rapport à deux axes j?, Oj situés dans le plan fixe, on a 

^ =fcos$ d<T, Yi =fsine da; 
$i=/coseirf(r„ yj, =:/sin6,rf(7,; 
X =Jcose dSf X =fs\ne ds; 
^i=y*cosei dst, yt =fsinetdst, 

La distance EEi, suivant qu'elle sera exprimée dans Vun ou 
Tautre système de coordonnées, donnera deux valeurs D ou A 
qui devront être identiques; on a donc, outre l'équation 

(4) «, — € = £, — 6, 

l'équation suivante : 

(5) {s^.-.xY^iri^rY^ii-^^Y-^ini'^ny. 

Appelons t et / les angles que la ligne EEi des points de 
contact fait avec l'axe des O'x' dans le plan mobile et avec 
l'axe 0^ dans le plan fixe, il est évident que l'on aura la rela- 
tion 

(6) T — / = e — e = e» -— El, 

et comme on a 

Xt—X . ^ y^ — r 

cos/= — =r — » sint = -' , ? 
D • D 

?i — I . nt — n 
COST= . ■» smT== T j 

A A 

on aura, en prenant les cosinus des deux membres de l'équa- 
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lion (6), la relation suivante : 

(6') (^■-^)U.-g)+^(r.-r)(>^.->>) ^cos(^_,). 

on a donc trois relations entre les angles e, e.; e^ tfi. 

Si maintenant on fait usage des équations (i) et (2), on aura 
ad libitum : p en fonction de e ; p. en fonction de ei ; ou bien r 
en fonction de e; n en fonction de ei. Les deux premières l^ont 
les équations du lieu des centres instantanés dans le plan 
mobile rapporté à la courbe ia> ou ift>i ; les deux autres sont 
les équations du lieu des centres instantanés rapporté à la 
courbe B ou à la courbe B|. 

Équations du lieu en coordonnées rectangulaires. — Soient 
X^Y'y Xy Y les coordonnées du point de contact A des cour* 
bes Cl et G, les premières par rapport aux axes 0'x\ 0'y\ les 
secondes par rapport aux axes Oxj 0/; on a l'un ou l'autre 
système d'équations 

i X' — Ç H- p COSe — $, -4- £1 COSEï, 

( 7 / 

( Y' r- yj -f- p sin e -— yj, -h Pi sinei ; 

( X := j?-i-rcose--:r, H-r, cos^i, 

(0) ! 

/ Y irrr j-h rsin^r-^i -+- r, sinei; 

or les équations (7] sont les équations du lieu dans le plan 
mobile, tandis que les équations (8) sont celles du lieu dans 
le plan fixe. 
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CBAPHRE IV- 

DES œURBES RÉSULTANT DU MOUVEBIENT D'UNE RGURE 

QUI SE DÉFORME. 



Lorsqu'une figure plane cesse d'être invariable et qu'elle se 
déforme à chaque instant d'après une loi donnée, les inter- 
sections de deux droites décrivent des courbes, et ces droites 
dans leurs diverses positions enveloppent d'autres courbes; 
or il importe de soumettre à notre analyse les premières et 
les secondes, et de déterminer toutes les particularités qui 
leur appartiennent; c'est là l'objet du présent Chapitre. Cette 
étude devient intéressante au point de vue géométrique par 
les résultats auxquels elle conduit, et au point de vue analy- 
tique par la régularité des moyens et la simplicité des mé- 
thodes. 

§ I. ^ PROBLtOIES FOIfBAMENTAUX. 

141. Problème I. — Étant données trois courbes -y- ^ -j-5 -j-^ 

de de dzi 

{fig. 58) situées dans un même plan, des différents points de 
la première on mène des tangentes aux deux autres; enve- 
loppe de la ligne qui joint les deux points de contact. 

dy. 

Soit -j= cette enveloppe; r, r, sont les rayons tangentiels des 

deux courbes -r-? -r-^ par rapport à la courbe s; a el Ui les 

angles qu'ils forment avec la tangente à cette courbe ; N et Nt 
les normales correspondantes; p, pi les rayons tangentiels de 
la courbe 2 successivement rapportée aux courbes a et dr, 
oc, (Xi les angles qu'ils forment avec les tangentes r, n à ces deux 
courbes; v, Vi les normales correspondantes. Représentons 
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par Ry Jl, Ri, Q les rayons de courbure des courbes s, o-, 9-1, 2. 

Fig. 58. 




On a, pour les deux courbes a, 9, rapportées à la courbe 5, 
les équations 



(0 



/ rrfe =:dssina, d{(7 
Tirfs, — dssinax, d{(ix 

s =^ a -h e, 

Êi rz: a, -*- e, 



r) = 


= dscosa; 


'•.) = 


= dscosati 


I 

R" 


sina da 

~ r ds' 


i 


sina. day 



R 



ds' 



et, pour la courbe2 rapportée successivement aux courbes o-, o-i, 
les équations 



(2) 



; prfE =rf(7Sina, d(2 
p, rfE =z d(Tx sin a, , rf( 2 

E = a -f- e, 

E = «1 -+- £|y 



P) 
p.) 

I 
l 



ûfo- cosa; 
rfo*! cosai; 

sina </a 
p rfo-' 

sin ai £^ai 



P« 



6^0-1 



Détermination du point de contact de l'enveloppe avec la 



3gi6 ifm B. — CDcvK» mA FwmiUs a bis suiIjues ktc. 

Bg^ mckiie, ^ On dédinia des deex pranièrcs éqmcioas de 
fa iiremiere série fa refaiioD 



(3) 





du X 




ife "">/ 


latio 


DS de fa deuxième série k 




dn 


P . 


dç sioâc dt dt sina 


h 


«//Ti sioâci ^^ </?! i/ci sinsi 



dt, 

que Ton peat écrire sous fa forme suivante : 

p Jl N, sîfiflc 



(4) 



Pi ilfl N SiDfiC. 



Il solfini donc de partager (p — p. ) dans le rapport exprimé 
par le second membre de cette dernière équation qui ne ren- 
ferme rien d'inconnu. 

Rajron de courbure de l'enveloppe. — Remarquons que l'équa- 
tion précédente peut s'écrire de fa manière suivante : 

#r\ vN v,N, 

si on la diflférentie par rapport à a, on aura la relation 

II faut calculer ces différentes dérivées; or on a les relations 
' sma sinai sina smiZi 



de plus, les équations de la première et de la deuxième série 
qui contiennent les cosinus peuvent s'écrire sous la forme sui- 
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vante : 



(8) 



dp 
da 






-(Q — vcosa), 

N 
I — - cosa, 



:£=^^(Q-v, cosa.); 



dpi 
dd 

dri 
dd 



-H' 



N, \ 



Si Ton a égard à ces relations et aux dernières équations des 
séries (i) et (2), les différentielles des équations (7) par rap- 
port à (7 donneront les formules suivantes : 



! dv 



(9) 



vdd 

dvi 

V, dd 

rfN 

NrftT 

rfN. 



V sma \ V 
vsinai \V| 



2 cos a -+■ 



2C0Sa, 



vcos 



;osa\ 
'K~ ) 

'iCOsaA 



_ I r /' cosa\ /i i\Ncos«1 
I r II cosaA /i I \ Ncosoi "] 



d'une autre part, on a les équations 



(10) 



dê\. S<! da, 



dd a 



dd 



a, V 



Si Ton a égard aux différentes expressions de ces dérivées^ 
réquation (6) devient 



) 



j ( )Q — (cota — cota, 

(vCOsa Vi cos g, \ fv vA 
^sina ^isinai/ \r r,/ 

r/cosa, cos«\ I / cosa __ cosoiXl 
L\ Ti r ) R\sina sinai/J 
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bqoelle Cût conoalire le njon de coarbore Q da lieo en imc- 
tioo des n joos de cooiiNire des courbes s, v, v. et des dére- 
loppées de ces den dernières. 

lUL tmonkME II. — ÉiwU dommées irais comités -^j -^ j 

dK de 

-7-^9 d'un point quelconque de la première on mène une tan- 

génie à ceiie courbe, ci par les poinis d'inierseciion de ceiie 
iangenie avec les courtes a ci 7i on mène des iangtnies à ces 
courbes; lieu des inierseciioru de ces iangenies. 

Ce problème est inverse da précédent et est résola par les 
mêmes équations {Jig. 58]. 

Poini de la courbe, — Soit s la coorbe cherchée, un point 
quelconque de cetle courbe est déterminé par la résolution 
du triangle dont les côtés sont r, r„ p. — p; on a la série des 
rapports 
t . r ' n 0,-0 

sina, sinjc sin(/it — aV 

or, de ce triangle» on connaît les angles a» «i et un côté p. — p. 
Tangenie. — L'équation (5) du numéro précédent peut 
s'écrire sous les formes suivantes : 

(2; — sinfl, = ----sma. 



SI At ^sina JliSina, 

or dans cette équation tout est connu » excepté a et ai; elle 
fait donc connaître le rapport des sinus des angles a et Oty et 
la question est ramenée à partager l'angle des rayons r et r, 
dans le rapport des sinus des angles a, a.» par une ligne droite 
qui n'est autre chose que la tangente à la courbe s. 

Rayon de courbure. — La formule (ii) du numéro précé- 
dent fait connaître le rayon de courbure R de la courbe s au 
moyen des données de la question. 

143. PmoBLÈME m (fig. 58). — Les mêmes choses étant don- 
nées que dans le problème I ; lieu des intersections Ii des nor- 
males aux courbes a, at aux points où des tangentes menées 
d'un point quelconque de s touchent ces deux courbes. 



r 
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Conditions du problème. — Soient dst, rfe„ rp l'arc, l'angle 

de contingence et la courbure de la courbe lieu des points Ii ; 
^, |3i les angles que les normales font avec la tangente à la 
courbe Si ; si l'on rapporte les développées 9% ff\ des courbes 
cr, (Tt à la courbe St, et qu'on représente par t., t^i les rayons tan- 
gentiels, on a la double série d'équations suivantes : 

V de' - dsi sin j3, rf( o-' ~ i. ) — dst cos(3 ; 
t^, de\ r dsx sin p, , d{ <t\ -— v, ) == ds^ cos j3, ; 



e, ■=-- e', ~ (3„ 



R, t. rf5, ' 

I sin (3, âfj3i 

R| t'i â^5| 



Pom/ «fe la courbe. — - Le triangle ABI, dont les côtés sont 
t. -h iR., tti -h ^, et le sommet Ii, est déterminé, puisque l'on 
connaît la base AB et les angles adjacents à cette base; on a 
donc 

P — pi It -h Jl t., -4- ^1 



(^) 



sin (pi— (3 ) cosai cos a 



Tangente.— Si l'on appelle X, dX>i les normales à la courbe 5, 
par rapport aux courbes o^, a^, on a les relations 

X, r=(D'Gsinp, t., ==3'll>, sinj3,, 

et conséquemment on déduit des équations (i) la relation 

or les angles dtydtxsonx égaux^ chacun à chacun, aux angles 
dt'f de\ ; on en déduit la relation suivante, que l'on peut écrire 
sous une double forme, 

,,. Xt N, v sinfl r sfnp 

5^ "" N ' vi sinai ~~ r» sinp,* 

Cette équation fait connaître le rapport des sinus des angles 
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P et Pi, et par conséquent la direction de la tangente à la 
courbe a.. 

Bajron de courbure. ~ Si Ton différentie Téquation (4) par 
rapport à f i, on a 

. f, dSfC^t dtKo i/Ni rfN ^ 

or on a les relations 

conséquemment on obtient les équations 



3^ I /se ^ t.cosS\ 

dsi V \3(^ ^ Ri sin^/ 

in^i I /A', Q . t., cos(3,\ 

iflf^i vt V^'G, '^ R, sinp,/ 






On trouve de la même manière 



rfN __ I /jR. acosfl N cosa X 
Nrfi, 0^ \ r sina Rsina/ 

rfN, I /Ai 2 cosai N, cosa,\ 

Nirf*, 3'C>i \ r, sinai Rsina, /' 

or, si Ton a égard à ces valeurs, l'équation (5) deviendra 

3^t / cos(3i __ cos(3\ ^ N, /cosa, _^ cosa\ 
Ri \sinPi sin^/ R \sinai sina/ 

N , sin(g — P) sin(a«— (3,) 
N sinasin|3 siDaiSinj3i 

7 "" Ty j^ "^ \Tr "" rT/ "" ^' 

que nous pouvons écrire sous la forme suivante, qui est tout 
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à fait symétrique, 



(7) 



I / cos^i eosj3\ I / Ni cosfli N cosa\ 
Ri \ sin ^1 sin ^ / R \<D^i sin ai X sin a) 

2 sin(fl — (3) 2^ sin (g, — (Si) 

2fl> sinasin^ X, sin ai sin ^i 



qui fait connaître le rayon de courbure Ri de la courbe 5,. 

Ikk. Problème IV. — Les trois sommets d'un triangle A, B, C 
{Jig. Sq) parcourent trois courbes s, Si, St, tandis que les côtés 

Fig. 59. 



u 




apposés enveloppent trois courbes o-, 0*1 > a^, relations entre les 
tangentes et les rayons de courbure. 

Conditions du problème. — Soient Ao-a, Ao-i; Bo-syBc; Co-,Co-|, 
représentés par t^», t.,; t.^^ t^^*^; x.(^K t.[*\ Soient a,, a,; a^^\ «<»> 
a('^ a^*^ les angles que ces rayons tangentiels font avec les 
tangentes aux sommets. Soient R, Ri, R2 les rayons de cour* 
bure des courbes 5, ^i, Sj; Si, Sii, ^, ceux des courbes cr, (Ti, 0*1. 
^ient e, e., 83; e, et, et les angles que les tangentes aux cour- 
bes a, (Ti, o-a; 5, 5i» Si font avec un axe fixe; si Ton rapporte s 
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aux courbes o-i et a^, on aura la série d'équations 

/ x^ dzi = ds sinasy d(v^ ^vt)=^d$ cosocs; 
t., dit = ds sinaiy rf(o-| — t'i) =: ds cosai; 

I sin as doct 



(S) 



e, m a, -+- e, 



£i — ÛCi -f- €f 



R t^ ds' 

I sinai dâii 



On obtiendra deux autres séries d'équations semblables : la 
première pour la courbe ^i, que nous appellerons série (Si) ; 
la seconde pour la courbe «a» que nous appellerons série (Ss) ; 
on les déduira de la série (S) par la permutation rotàtoire des 
indices, soit supérieurs, soit inférieurs. 

Relations entre les tangentes. — Si Ton multiplie entre elles 
les trois premières équations de la première ligne des sé- 
jies (S), (Si), (Sa) et les trois premières^ équations de la deuxième 
ligne des mêmes séries, et qu'on divise la première clés équa- 
tions résultantes par la seconde, on obtient la relation sui- 
vante : 

vjvOvf») sînaaSina<'> sina^*^ 



(T) 



V, v^^K^^t sina, sina!^') sina^»^ 



Cette relation peut s'écrire sous une autre forme ; car si l'on 
introduit les six normales relatives aux six rayons tangentiels 
données chacune par une relation dont la suivante est le type 

(2) t.a=NaSinaa, 

l'équation (T) deviendra 

. NaNO) N(^)_ 

qui est une relation entre les normales aux courbes de la 
question, et d'après laquelle on pourra construire la normale 
à Tune d'elles lorsque les autres courbes seront connues. 

Posons, pour abréger, les rapports de deux normales, égaux 
aux auxiliaires v, v(*^ v(*>, l'équation précédente pourra s'écrire 
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SOUS la forme simple 

(y) VV('>V(*) = 1. 

Relation entre les rayons de courbure. — Il existe entre les 
rayons de courbure des six courbes une relation remarquable 
que nous allons calculer. 

Ecrivons les trois équations 

on obtient, par la comparaison des premières équations de 
chaque ligne dans les séries (S), (S,), (S.), les relations sui- 
vantes : 

'^ ds~~l^V rf*. "Nc^' ds,'~'S^^' 

cela posé, si Ton différentie Téquation (v)» on aura la relation 

que Ton peut écrire sous la forme suivante, le signe 2 s'éten- 
dant à tous les indices, 

'•') 2(t-f')=- 

or, si Ton remarque que, par suite de la différentiation de deux 
des équations (2) et en ayant égard aux équations des sé- 
ries (S), (Si), (Sa), on a les relations suivantes : 



, ,. y^^ds v^ds * ds 

(4) i 



et deux couples d'équations semblables, le premier relatif à la 
courbe St et le second à la courbe 5,, Téquation (v'^) prendra 
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une nouvelle forme. En efifet, si l'on pose, pour abréger, 

sin «s sin a^/^ Ni R, sin (x\^^ sin «(*> 

et qu'on représente par ^, ^i ce qui devient le second membre 
lorsque Ton fait subir aux indices deux permutations circu- 
laires successives, on obtient l'équation 

^'^^ N(0 N, "^ Ni N(/) "^ N, N^,') "" °' 

qui établit la relation que nous voulions démontrer entre les 
rayons de courbure des six courbes. 

145. Transformation des équations précédentes {Jîg. Sg). — 
Prolongeons les tangentes des courbes s, St, St jusqu'à leurs 
rencontres; soit le triangle ÀiBiCi ainsi formé, de telle sorte 
que les sommets Ai, Bt, Ci soient opposés aux courbes s, ^i, 5.; 
le triangle Âi B|Ci est décomposé en quatre triangles partiels; 
or les triangles ABCi, BCÀi, CABt donnent les trois séries des 
rapports égaux 

AC. _ _BCi_ _ AB 
sina^j'^ sin a, sin Ci' 

BA, CA, BC 



sina(*J *sinaî'> sin A, 

CB. _ AB. AC 

sin a, sina^*^ sinB,' 

or, en les multipliant membre à membre, on obtient les rela- 
tions 

AC.BAi.CB, 

sina^/^sina(*^sina, 

_ BCmCAi.BiA _ AB.BC.AC 

" sin «a sin«('> sina\*^ "" sin Ci sin Ai sinBi' 
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d'après lesquelles Téquation (T) devient 

^ ^ ^..vV^vC^> ~"ACt.BA,.CB,* 

De là on déduit lé théorème suivant : * 

Théorème. — Les séries des courbes (s) et {a) déterminent, la 
première sur le triangle AiBtCt, et la seconde sur le triant 
gle ABC, six segments qui sont tels que le rapport du produit 
de trois segments non contigus au produit des trois autres 
segments dans le premier triangle est égal au rapport analogue 
dans le second. 

Il est aisé de voir que l'analyse précédente s'applique à un 
polygone quelconque dont les côtés sont tangents chacun à 
une courbe d'une série (o*), tandis que les sommets reposent 
chacun sur une des courbes d'une autre série [s). 

Théorème. — Si un polygone de n côtés est tel que ses côtés 
soient tangents chacun à une courbe d'une série (cr) de n cour- 
bes, tandis que les sommets sont situés chacun sur une courbe 
d'une autre série (s) de n courbes, en menant les tangentes 
aux courbes de la série [s) aux sommets du polygone, on forme 
un second polygone qui est tel que les séries des courbes [s) 
et (a) déterminent, la première sur le polygone Ai Bi Ct Dt..., 
et la seconde sur le polygone ABCD. . .,2/1 segments qui sont 
tels que le rapport du produit des segments non contigus au 
produit des autres segments dans le premier polygone est égal 
au rapport analogue dans le second. 

Appelons a, b, c les côtés du triangle ABC opposés aux 
angles A, B, C, et A^ Bi, Ci les angles du triangle Ai BiCt; la 
formule (5) peut être mise sous la forme suivante : 

,.. ^ ^••'R, 2SÎnCi N.,M*) sinC 



wjv/) sina,sina^;^ N, R2 sina^,^) sin«(^> 

Représentons par ri, r,; r(0, r^^'); r^f^, rC') les segments AB», 
ACi; BAi, BCi; CB», CAi, et par la lettre (3 affectée des mêmes 
indices les angles que ces segments font avec les tangentes 

20 
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aux courbes décrites par les sommets Ai, Bi, Ci, courbes que 
nous représentons par 2, 2i, 2s. Soient £, E., £2 les angles que 
ces tangentes font avec Taxe fixe de la question, on aura, en 
rapportant les courbes (s) aux courbes [Z] correspondantes, 
d^s équations analogues à celles de la série (S) du n*'14'i', que 
nous représenterons par (2). Cela posé, l'équation (T') peut 
s'écrire sous la forme suivante : 

DifTérentions cette équation; on déduit des équations de la 
série (S) trois couples de formules analogues au suivant : 



dx^l^ _ a, 


cosa^*) 




cosaî'^ 


v'^^^ds, v^^N^»^ 


t.C^') 



et des équations de la série (2) trois couples d'équations ana- 
logues au suivant : 

—7- = îT cotPi, -T^r^ — — — — cotpV>; 

or, si l'on porte ces valeurs dans l'équation différentielle de 
l'équation (T*) qui est 



V^ / dv2 dx^x 
j^ \vs ds vi ds 



4-— r-7- TTT-r^^o, 



ds r^'>ds r^^^dsj 
on obtient l'équation suivante : 

(6') TN, N, -+■ Ti NV^N, -h T,N(»)N, = o, 

dans laquelle Ts a la valeur suivante : 

__ c'a, Si f cosa^,*) cos«^^) "] 

T et T» étant ce que devient le second membre de cette équa- 
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tion après une première et une seconde permutation circulaire 
des indices. 

146. Construction des points, tangentes et rayons de cour- 
bure (fig. 59). 

Premier cas, — Toutes les courbes sont connues, à l'excep- 
tion de la courbe s parcourue par le premier sommet A. 

Point de la courbe. — La détermination d'un point de la 
courbe résulte de la construction d'un triangle ABC qui est 
déterminé. 

Tangente. — L'équation (T) fait connaître le rapport de 
sinai à sinas, et la question consiste à mener du point A une 
droite B. ACi telle que les sinus des angles ai, ai qu'elle forme 
avec les deux côtés AB, AC soient dans le rapport donné par 
l'équation (T). Cette droite sera la tangente cherchée. Pour 
cela, il suffit d'élever sur les deux côtés AB, AC deux perpen- 
diculaires ayant le signe convenable, qui soient entre elles dans 
le rapport donné, de mener des parallèles à ces côtés par les 
extrémités de ces perpendiculaires et de joindre le point d'in- 
tersection de ces parallèles au point A. 

Rayons de courbure (fig. &o), — Supposons construites les 

Fig. 60. 




développées des courbes 5, 5,, 5,; o-, o-,, o-a, et soient les déve- 

20. 



A4 
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loppées représentées par les mêmes lettres accentuées. Soient 
marqués sur ces courbes les points y, s\, s\; (t', ci',, (t\ cor- 
respondant aux points des premières courbes. Si Ton joint 
par des droites les points qui marquent les extrémités des 
normales aux courbes des séries (*) et (o*), en ne joignant que 
ceux qui se trouvent sur une même normale, on formera un 
hexagone 

qui satisfait à cette condition que ces six côtés enveloppent 
les développées des courbes des séries {s) et (o-), tandis que 
les sommets parcourent des courbes f„ t^^K t^*\ /^*^ t^iK ^2. 
Dans la question qui nous occupe, toutes les courbes de la 
série {<t) sont connues» et toutes les courbes de la série (s), 
moins la courbe s, le sont aussi. Il résulte de là que, si Ton 
se reporte au n** 132, on peut déterminer toutes les courbes 
de la série {t) moins les deux courbes ti et tt. Puisque le 
point de la courbe s et sa normale sont connus, les points Ns 
et N, le sont, mais les tangentes des courbes tt et tt ne sont 
pas connues. Convenons de représenter aussi par ti la direc- 
tion de la tangente à la courbe décrite par Ni et ainsi de suite 
des autres, Thexagone dont nous venons de parler jouit d'une 
propriété analogue à celle dont jouit le triangle ssiS^; donc 
cet hexagone donne naissance à une relation analogue à l'équa- 
tion ( T) du n* 144. Cette relation est 



(0 






or la courbe décrite par Ni est le lieu des intersections des 
normales aux courbes 5 et <7i, et par conséquent le lieu des 
centres instantanés de rotation d'un plan mobile contenant une 
droite sœi et un point 5, et se mouvant par cette condition que 
la droite soit tangente à la courbe o-. et que le point soit situé 
sur la courbe s, les deux courbes^ et c. étant sur un plan fîxe. 
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D'après la formule (5) du n^ 115, on a la relation 

siny.N, ti 



/ I I \ . ,TWT siny.N, 

-n^ i^r I sin^'Nt ^, = — =5-^ 



et, si Ton remarque que 5'N, = 5N, — w', Téqualion précé- 
dente deviendra 

w' ff, N, _ sin(7',Ni/i 
^^' 5N,— 5^ 7n7"" sins'N,/, ' 

De même la courbe lieu des points N3 donnera la relation 
analogue 

w' g^Na sin g-'a Na ^ 2 

et, en divisant Tune par l'autre, on aura Téquation 
5N2— w' 5Nj__(y'jNj sin(y',Ni^.sin5'Nj/a 



(3) 



s^x — ss' 5N, (j'.N, sintTjNî/a.sins'N,^,' 



or le second membre de cette équation est donné par Téqua- 
tion (i) au moyen des éléments de la question, c'est-à-dire au 
moyen des éléments de toutes les courbes connues moins la 

M 

courbe s. En représentant par ^r la valeur que l'on en déduit 

pour ce second membre, l'équation (3) donnera la valeur 
de ss' 

55' étant connu, le centre de courbure sf de la courbe 5 est 
déterminé : ce qu'il fallait trouver. 

Mais l'analyse précédente donne aussi un moyen de déter- 
miner les tangentes ty et U des courbes décrites par les points 
N, et N2. En effet les équations (2) et { 2' ) du présent numéro, 
dans lesquelles on porterait la valeur de ssf que nous venons 
de trouver feraient connaître les rapports des sinus qui déter- 
minent les tangentes de ces deux courbes. Ainsi, lorsque la 
courbe s est inconnue, les courbes décrites par les points N| 



n 
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et Ns sont aussi inconnues, et la détermination des tangentes 
à ces deux courbes dépend de la détermination de la tangente 
à la courbe s et de son centre de courbure. 

Deuxième cas. — Toutes les courbes sont connues, à l'ex- 
ception de la courbe 0-3 enveloppée par le côté AB. 

Point de contact. — L'équation (T) fait connaître le rapport 
de x^ à v^i\ c'esl-à-dire de sdt à «lO-j, puisque tous les autres 
segments et tous les angles sont connus ; la question est donc 
ramenée à partager une ligne 5^1 et deux segments proportion- 
nels à deux lignes de grandeur et de signe donnés. 

Rayon de courbure. — - Dans le cas actuel, 0-2 étant la courbe 
inconnue, les deux courbes décrites. Tune par N, et l'autre 
par N',, sont aussi inconnues; la détermination du point de 
contact (Tj fait connaître les points N, et N^,'^; cela posé, on a, 
relativement aux courbes s et 5,, l'équation (2') et la suivante : 

.^., __i^t cr;N(/)_sincr ;N(')/V) 

^ • ^ 5. NV> - 5. s\ s, NV^ ~ s\ns\ NV^^(;î ' 

Si Ton porte les rapports des sinus tirés des équations ( 1 ) 

et (2") dans l'équation (i), cette équation fera connaître le 

p(i) 
rapport des segments N^/^d',, Nja,; si Ton représente par -~- 

ce rapport, l'équation 

n7^^ p, 

fera connaître le point <7j par la division de la ligne NjN^/^ dans 
un rapport donné; le centre de courbure de la ligne Ca est 
donc connu. Les deux segments N^/^o-'a, Nio-'a étant connus, les 
équations (2') et (2") donneront les rapports des sinus, et par 
conséquent les directions des tangentes aux points W^\ Na aux 
courbes dt^^^\ dt^. c. q. f. t. 



§ IL — Applications. 

14>7. Problème V. — Étant données les mêmes conditions 
que dans le problème IV, les côtés du triangle ABC satisfont à 
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la relation 

m 

{ I ) : — ZZZ I • 

sina, sina'i'^ sina^*^ * 

trouver les relations qui existent entre les tangentes et les 
rayons de courbure des courbes de la série [s) et delà série [a). 
Tangentes, — Si Ton prend la différentielle logarithmique 
de réquaiion (T) du n** 144 et qu'on représente par T^,, T« les 
deux membres, on a 

T — T • 

or la difiérentielle logarithmique de l'équation (i) du présent 
numéro donne T« nul; donc Téquation précédente se partage 
en deux, qui sont 

(2) T^^^^o, T.=^o. 

La première de ces équations équivaut à la suivante : 

il') _ _ 11. — , 



Lorsque l'une des courbes de la série [s) est inconnue, 
réquatîon (i) fait connaître la direction de la tangente à cette 
courbe, et lorsque la courbe inconnue est une de celles de la 
série (o-), Téquation (i') fait connaître le point de contact. 

Rayons de courbure. — Si l'on a égard aux équations de la 
série {*), les équations (2) se transforment; or, en reprenant 
les calculs du n^ 144, on reconnaît que l'expression de 6s de 
réquation (5) de ce numéro se compose de deux parties, l'une 
relative à l'équation T^ et l'autre relative à l'équation T,; en 

représentant par G^,*'^ S^,*^ ces deux parties, on aura 



(3) 6(.^a{i_A] 



sin[a, — a^/^ 
sinasSinaV^ 



(4) GC) = sin[a.-4')] ^ N.N(0 sin[a(»)-a(-)] 



sina,sina^/) N1R2 sina\*îsina(=») ' 
et, par' conséquent, l'équation (6) du même numéro se par- 
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•» 

tage en deux, qui sont 

m 

Si l*on prend fa différence de ces deux équations, on trouve 
la relation suivante : 

I ifi il N,Ny sin[«(')-«^.')] ; 

N,N(;'^|L^» ^'i\\ N.R, sina^sina^'M' 

, . I . _!_(rj ^la^__NCON, Sin(a.-^a0 > 

Wi ^"^N(')N,|L^c> v<»J N(/)R sina^sina. ( 

"^ N. N^/) I U\^> t.(»)J ' N(^)R. sina(»^sina(/))"~'^' 

laquelle donne un des rayons de courbure des courbes (5) 
ou (<7) lorsque les autres sont connus. 

On déduit de celte équation le théorème suivant, qui n'a 
pas encore été remarqué par les géomètres : 

Théorème L — Lorsque les sommets d'un polygone par- 
courent des courbes (s) et que ses côtés enveloppent d'autres 
courbes [a); si, de plus, les angles que ces côtés forment avec 
les tangentes aux courbes (s) correspondantes satisfont à la 
relation (1), les rayons de courbure des courbes de la série (c) 
et les courbures des courbes de la série (s) sont liés entre eux 
par une relation linéaire et homogène. 

Comme, d'après le théorème de Carnot, la relation (i) existe 
lorsque les courbes [s) sont des arcs d'une même conique^ 
on en déduit aussi le théorème suivant : 

Théorème II. — Lorsque les côtés d'un polygone enveloppent 
des arcs d*une même conique, les rayons de courbure de ces 
arcs aux points de contact et les courbures des courbes par- 
courues par les sommets sont liés par une relation linéaire et 
homogène. 
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i 148. Problème VI. — Étant données les mêmes conditions 

que dans le problème V, les courbes ( s) sont des droites (fig, Sg) 
Bi Ct, Bi Al, Al B et deux des courbes enveloppes (a) sont con-- 

nues; déterminer la troisième, 

* 
Soient Ci, o-, les deux courbes connues, données par leurs 

équations naturelles; si nous conservons les mêmes notations 

que dans le n*» 144 et qu'on introduise la condition que les 

courbures ij^ ir' ir sont nulles, les équalions (S) du n** 144 

MX .JKi ÏXi 

deviendront 

! sma, sma, sma^'^ sma^*^ 

^. , t<')rfg JOrfe, rfW'^sinaW] rf(t,,sina,) ,, p. 

sma<*^ sinaV^ sina\*^ sma, 

sina^,*J sina(*^. sinaa sina^j'^ 

auxquelles il faut joindre la relation 



sinaj sina^'^ sina^,=*^ sina, sina^a'^ sina^^^ 
et les équations naturelles des deux courbes <7i, <73, qui sont 

fi;s d<Jx d(Ti , . 

Si Ton porte ces valeurs de rfo-,, rfo-j dans les équations (2) 
et (3) qui contiennent ces éléments, et que Ton ait égard aux 
troisièmes équations des trois séries {S|) du n® 144, on obtien- 
dra ^^,'\ V, en fonction de Si et t,2, 4'^ en fonction de e^. Si Ton 
se porte au triangle ABC, les trois côtés de ce triangle sont 



t2 






d*après ce que nous venons de dire, le premier est une fonc- 
tion de £2 et le dernier une fonction de 61, que nous repré- 
sentons par/a (g,), /.(e,); or, si Ton considère le triangle A, B» Ci 



1 
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dont les trois côtés sont connus et représentés par a, b, c, 
en remarquant que chacun de ces côtés, par exemple le côté 
Bi Cl, est la somme de deux segments Bi A et ACi, on obtiendra 
les trois équations suivantes : 

sinfe, ~-^,) ^. . . sînfe,— ^,) ^, . 
^^ sinB. ■^■^^■)- sinC. f'^''^' 

las k s\n{t. — e) sin(£ — <?,)r ,,, .,,, 

(^^ /= sinC. -^-^^'^-^ sinA, [-^'^ ---']' 

c = sin(£--.,) ^„_^, sin(e,--é) 

smA, ^ ' smB, '' ' 

Si Ton élimine t,(') — i&(»î entre ces deux dernières équations, 
on trouve la relation 

/ r, sîn(e2 — ^^ j^, ^ ' , \ 

(7) \ r- • / N -I 

! =V^ SinB. /'(^')Jsm(.6~aO. 

La première des équations (6) et cette dernière font connaître 
£3» e. en fonction de e; par conséquent les premières des équa- 
tions (2) et (3) donnent J*) et t^*^ en fonction de cette der- 
nière variable; on a donc les rayons tangentiels de la courbe 
inconnue o-. 

Si dans Téquation de la série (i)qui contient d(j on a égard 
aux valeurs de t.(') et de «^(^^ de es» ei en fonction de e que 
nous venons de trouver, on obtiendra rfo- en fonction de cette 
dernière variable; on aura donc Téquation naturelle du lieu 
cherché. 

Il est bon de remarquer que le calcul de v^'^ et v(*î peut se faire 
aussi de la manière suivante : Téquation (4) donne le rapport 

de -7^ en fonction de e. et par conséquent en fonction de e; 

soit donc ce rapport 

comme, par suite des deux dernières des équations (6), on a 
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^,(3) — ^(1) en fonction de la même variable, il en résultera que 
tW et t(») seront donnés en fonction de e. 

14>9. Problème VIL — Les mêmes conditions étant données 
que dans le problème V, les courbes {s) sont des droites conver- 

Fig. 6i. 




gentes en un point (fig* 6i); trouver les relations qui lient 
les tangentes aux courbes {&) et leurs rayons de courbure. 

Tangentes, — Lorsque le triangle A, B, C, devient infiniment 
petit, les segments de Tordre (r) (n" 145) deviennent tous 
égaux entre eux, et la relation (T') du même numéro n'est 
autre chose que la relation (i') du n° 147; par conséquent la 
relation (i) du même numéro a aussi lieu. C'est d'ailleurs 
[fig.&i) ce que Ton voit directement, car les trois triangles 
OAB, OCB, OAC donnent la relation 



OA 
OB 



sina 



(1) 



OB_sinaf^) OC _ singe. 
sïïiâr' ÔC'^sïnâô)' 6Â ~ sïnôf ^ 



et, en les multipliant membre à membre, on tombe sur la rela- 
tion (i) du n"" 147; il résulte de là que les points de contact 
des courbes de la série (o-) sont déterminés par les équa- 
tions (i) ou (i') du numéro précédent. 
Rayons de courbure. — Les courbes [s) étant des droites. 
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les courbures (tt) deviennenl nulles; par conséquent Téqua- 
lion (7) du numéro IW devient 



At 



y, ^VV 



(7') ^ 

on déduit de là le théorème suivant : 

Théorème I. — Si un polygone est tel que ses sommets par- 
courent des droites convergentes et que les côtés enveloppent 
des courbes ( o-), il existe une relation linéaire entre les rayons 
de courbure de ces dernières courbes aux points de contact. 

Si deux des courbes (o-) sont des points, les deux rayons de 
courbure seront nuls; donc, par suite de l'équation (7'), le 
troisième rayon de courbure sera aussi nul; on en déduit le 
théorème connu : 

Théorème IL — Si un polygone est tel que ses sommets par- 
courent des droites convergentes et que (n — i) de ses côtés 
pivotent autour de (n — i) points fixes y le /i""* côté pivotera 
autour d'un point et réciproquement. 

150. Problème VIII. — Les mêmes conditions étant données 
que dans le problème IV, les courbes (o-) sont des points situés 
en ligne droite; trouver les lois qui régissent les tangentes et 
les courbures. 

Conditions du problème. — De ce qye les courbes ( a) sont 
des points situés en ligne droite, ils sont situés sur la trans- 
versale du triangle ABC; donc les segments (^) déterminés 
par cette transversale satisfont à Téquation (i') du n** IW; donc 
les équations (i) du même numéro ont aussi lieu.^ 

Tangentes» — Les tangentes aux courbes (5) sont telles que, 
lorsque toutes sont connues moins une, cette dernière est 
déterminée par la relation (1). 

Courbures.— Puisque les équations (1) et (i') ont lieu 
simultanément, Téquation (7) du n° iVl a lieu, et, comme les 



r 
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rayons de courbure des courbes (o*) sont nuls, elle devient 

N^/^N.R, sin<*îsîna(^î 

i . sinfg, — (Xi) I sin[gV^--g(')] _ 

"^ W^m^ sinaisina, "^ NTN^i sïn^^n^)" "" ^" 

Théorème I. — Si un polygone est tel qu'en se déformant 
ses côtés pivotent autour de points situés en ligne droite et 
que ses sommets décrivent des courbes quelconques, il existe 
une relation linéaire et homogène entre les courbures de ces 
courbes aux points correspondants. 

Théorème IL — Si un polygone est tel qu*en se déformant 
ses côtés pivotent autour de points situés en ligne droite, et 
que ses sommets moins un décrivent des lignes droites, le der^ 
nier sommet décrira aussi une ligne droite, 

151, Conclusion générale du Chapitre. — Les problèmes 1, 
III et IV donnent la solution complète du mouvement d'une 
figure qui se déforme d'après une loi donnée. En efifet, quelle 
que soit la loi de déformation, le mouvement de chaque point 
considéré comme intersection de deux courbes variables est 
déterminé de telle sorte que le mouvement de ce point se 
fait sur une courbe déterminée, puisque ce point ne peut pas 
parcourir deux chemins à la fois, et que les rapports des dé- 
placements infiniment petits que les divers points effectuent 
simultanément se trouvent déterminés; par suite , on connatt 
aussi la courbe qu'enveloppe une droite qui joint deux de ces 
points et réciproquement. 

Cela posé, prenons trois points A, B, C et les droites qui 
joignent ces trois points ; d'après les conditions du mouve- 
ment de la figure, les courbes décrites par ces points et celles 
enveloppées par deux de ces droites sont connues. Lès pro- 
blèmes (I), (III) et (IV) permettront de connaître le mouve- 
ment de tel autre point de la figure et de telle autre diagonale. 
Ainsi les courbes parcourues par tous les points et les enve- 
loppes de toutes les diagonales sont connues. 

Du moment qu'à chaque instant tous les points de la figure 
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variable peuvent être connus, on peut à cet instant construire 
tes courbes qui sont déterminées par cette condition de passer 
par deux, trois, quatre, cinq de ces points, etc., telles que 
droites, cercles, paraboles et coniques, courbes variables d'un 
instant à Tautre. 

Les conclusions qu'il y aurait à tirer seraient très-nom- 
breuses. Telle ligure dont on connaît le mouvement de trois 
de ses points et les enveloppes de deux des diagonales joi- 
gnant ces points fait connaître les courbes décrites par une infi- 
nité d'autres points qui, ne faisant pas partie de la figure va- 
riable, sont liés avec elle, tels que : intersections des tangentes 
et des normales, etc. L'un des trois problèmes qui servent de 
fondement à ce Chapitre suffira pour résoudre la question qui 
se présentera dans chaque cas particulier, 

11 en résultera des théorèmes nombreux qu'il n'entre pas 
dans notre plan de développer, mais que le lecteur saura lui- 
même retrouver. C'est ainsi que, dans le cas du polygone 
relatif aux théorèmes du n® 149, non-seulement les côtés pi- 
votent autour des points, mais encore les diagonales, et que, 
dans le cas du polygone relatif aux théorèmes du n® 150, non- 
seulement les sommets, mais les intersections des diagonales 
décrivent des lignes droites, etc. 



>•—* 
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CHAPITRE V. 

DES COURBES CONJUGUÉES SUIVANT LEURS RAYONS VECTEURS. 



§ I. — Principes. 

153. Des courbes ^1, St,,,.^ Sn sîtaées sur un même plan 
sont dites conjuguées suivant leurs rayons vecteurs lorsqu'une 
ligne droite variable autour d'un point fixe détermine sur 
chacune de ces courbes des rayons vecteurs comptés à partir 
de ce point, lesquels satisfont à une relation constante entre 
ces rayons. Les points Ai, As,..., A» déterminés par cette 
droite sur ces différentes courbes sont dits points conjugués. 

9 

Problème I. — Connaissant la loi diaprés laquelle n courbes 
sont conjuguées suivant leurs rayons vecteurs^ trouver la loi 
d'après laquelle les tangentes à ces courbes aux extrémités de 
ces rayons sont conjuguées entre elles. 

Formules générales. — Soient les n courbes planes corres- 
pondantes rapportées à une origine comme pôle et au 
même axe polaire Ox^ et la loi suivant laquelle les rayons 
vecteurs r,, rj,. . ., r» sont liés entre eux exprimée par l'équa- 
tion 

(r) F(r,, r„ r^,. , ., rn)-~a, 

F étant une fonction quelconque et a une constante. 

En conservant les notations employées dans le cours de cet 
Ouvrage et les lettres dénuées d'accent se rapportant à une 
courbe quelconque, on aura les relations 

dr , rd(ù dr 

(2) cosa—-;-? sina=— 7~9 cola = --7-; 
' ds ds rd(ù^ 

(3) dsTTi^Rde, rfw=rfe-— rfa. 
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Loi des tangentes. — Si entre la seconde des équations (2) 
et les équations (3) on élimine de et dsy on aura la relation 

(4) rfa = ( 5—. : 1 rfw, 

^^' \Rsina / 

et, en ayant égard à la troisième des équations (2), 

(4', rf« = ('_5i!if\_:^; 

^^ ' \R r / cosa 

or, si Ton dififérentie Téquation (r) et qu'on élimine les dr au 
moyen des n équations contenues dans le type représenté par 
la dernière des équations ( 2 ), on aura la relation 

[n] y] 



d¥ 
r -j- cota = o, 
dr 



le signe 2 s'étendant à une série de termes que Ton obtient 
en affectant successivement les lettres r et a de tous les in- 
dices, depuis I jusqu'à n. 

Si l'on représente par A le point où le rayon vecteur r coupe 
la courbe Sy par N le pied de la normale, l'équation précédente 
peut s'écrire sous la forme 

[n') * \ ONx -j-cosa--o. 

L'équation [n) fait connaître la loi d'après laquelle sont 
conjuguées les normales aux n courbes, dételle sorte que, si 
toutes ces normales moins une sont connues, on connaît la 
dernière. 

L'équation [n') donne la loi géométrique d'après laquelle 
on construit par la Géométrie une normale quand on connaît 
toutes les autres. Cette loi se traduit par le théorème suivant : 

Théorème. — Si n courbes sont conjuguées suivant leurs 
rayons vecteurs par la loi V = a, et que dans la direction des 
rayons vecteurs on construise^ à partir du pôle et pour 
chaque courbe, des longueurs proportionnelles à la dérivée 
de F par rapport au rayon correspondant, fa somme algébrique 
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des trianghs rectangles construits sur ces longueurs et les 
sous^normales correspondantes est toujours nulle. 

153. Problème II. — Les mêmes choses étant données que 
dans le problème précédent, trousser la loi d'après laquelle 
sont conjugués les rayons de courbure des n courbés. 

Prenons la différentielle de Téquation (n) et éliminons lesc/r 
au moyen des équations renfermées dans le type fourni par 
la troisième des équations (2), et les da au moyen de celles 
fournies par le type (4)» on aura l'équation 

,rfF ^ 

(^ y i> - — > rjcoiocj cotai -T- r,-^ -+-\ -:--—, 

' ^Rsm-ai Zd drj\ dnl ZLi sin^g. 

dans laquelle les indices 1 et j prennent toutes les valeurs, 
depuis I jusqu'à n. 

Si F est une fonction telle que sa dérivée par rapport à Tune 
quelconque des variables r soit fonction de cette variable seule, 
les indices 1 et j sont les mêmes, et, par conséquent, on peut 
les supprimer; l'équation (R) peut donc s'écrire sous^l'une 
des formes suivantes : 



rfF 

r^_ _ ' '- ^ dV 

'Tr 



«■) 1^-^,-1-^" jyiyi 



r 



^^^ Z^Rsin^a^ZrfSin^'a r/r V dr J 2à^dr\dr)' 

Si par le pied N de la normale on élève une perpendicu- 
laire jusqu'à la rencontre en n du rayon vecteur, on aura 



o-' Si^.=2«"^,('f)-S- 



dr 



L'une des formules précédentes fait connaître la loi d'après 
laquelle les rayons <fe courbure des n courbes sont conjugués. 

21 
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15fc. Transformation géométrique des formules précédentes. 
— Soient (Jig. 62) » le point pris sur le rayon qui se projette 




en N sur la normale, p la projection du centre de courbure sur 
le rayon vecteur et At^ la troisième proportionnelle à AN et Ap, 
on aura 

4 AN ^ .,4 f* 

Kx.z=i——, — 5 0/i = rcot'a, A/i =: . , ; 
Ksina sin'a 

donc, en ayant égard à ces équations, les formules (R), (R'), 
(R") prennent la forme 



( 



les deux premières peuvent s'écrire sous les formes binômes 
suivantes, où les traits supérieurs désignent des segments : 
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Une quelconque de ces formules permettra de construire 
géométriquement le segment A t. de la /i"'"* courbe lorsque les 
autres courbes seront connues, et de là on déduira le rayon de 
courbure de la n'*'"* courbe qui sera AR. 

Corollaire général. — Toute l'analyse précédente existe 
lorsque les rayons vecteurs sont comptés sur les génératrices 
d'une surface conique quelconque ^ partir du sommet de 
ce cône, et que les n courbes données sont des courbes situées 
sur cette surface; la seule différence à signaler est que les 
rayons de courbure des courbes planes deviennent les rayons 
de courbure géodésique des courbes coniques par rapport au 
cône qui les contient. 

155. Formes particulières de la fonction F . — i** Si la fonc- 
tion est une somme de fonctions ne dépendant chacune que 
d'un seul rayon vecteur, on aura 

(r) Fr^.29(r) = a; 

réquation {n) devient 

[n] 2r9'(r)cota ~ o, 

et les équations (R'), (R") deviendront 

"'•!SSâ=Sin:5.-.i^-''(')i-2'st'»'<')i. 

2® Si la fonction F est homogène du degré m, on aura 

/nF=> r-r- = ma, 

et, par suite, Téquation [R'] prendra la forme 

,rfF 

1 R^ÎH^ ^Z '^ '^'^^ '^'"' dFj V^ dFj 



[R-] 



V dF 

-t- > COt*a,r, -j- -H ma. 



21. 
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S"" Si F étant homogène est de la forme 29 (r), l'équation (R ) 
devient 

que l'on peut écrire sous la forme suivante : 

YN'f (r) _Y ON d r.,,.. ^ ^„ 

Ces différentes expressions nous serviront à résoudre quel- 
ques questions inverses de celles que nous venons de poser. 

156. Cas particuliers, — Premier exemple. — Soit la forme 
de F donnée par Téq nation 

(r) F = V, C^-hVaV^'-f-. . . = lvr'^ = ay 

dans laquelle les v sont des constantes différentes entre elles, 
ainsi que les m; on obtiendra, d'après le n* 152 et le n® 153, 
les équations suivantes : 



(n') l/nvr^cota^o, Z/nvON.r^-'r^io; 

> rr — 7—;- = > mv(m -f-Or^cot^a -h > mvr* 

i Vwv(/n -f-i]r" V' • 

f => . , ^ \m^vr^. 

\ Là sin'a . Là 



Les équations (t.) du n® ISi deviennent 

(v) S/ivmvr*"-' =r 20/im*vr'"~', 2/nv(wt' — mb«)r'"~' rr::.o; 

conséquemment on obtient 

\ Ovmvr'""'^^ pr-T- m(m -f- i)vr"' 
I® Soient les constantes m égries entre elles et ayant — i 
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pour valeur commune» Téquation ( n! ) devient 
Soit T {Jig,6Z) l'intersection d'une tangente quelconque 

Fig. 63. 




avec la perpendiculaire au rayon vecteur» pn a 

OA 

QTjp = cota ; 

par suite l'équation (n") prend la forme 



V ^ 



ZdOT 



= 0. 



Donc la tangente à la m'*"^ courbe est donnée par la division 
harmonique. 

La formule (R) du présent numéro» en y remplaçant a par -9 

(A 

devient 

V» V 2 

^ R sin*a "~" a 

Si Ton projette le centre de courbure d'une courbe sur le 
rayon vecteur, cette projection sur le rayon de courbure et 
cette dernière projection sur le rayon vecteur» en appelant P 
cette projection» on a 

S- — i 
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Donc le rayon de courbure d*une courbe, lorsque les rayons 
de courbure des autres courbes sont connus, se construit par 
les moyennes harmoniques. 

Si n — I courbes sont des droites, Téquation précédente 
donne 

P —-va; 

donc la /i""" courbe est telle que la troisième des projections 
successives du rayon de courbure sur la direction du rayon 
vecteur est constante. 
Si a est nul, la V»"* courbe est une droite. 

157. Cas où les constantes sont égales à l'unité. — 2? Si les 
constantes v et m ont la même valeur commune égale à i, 
on a 

F^lr=a. 

Pour réaliser la liaison des rayons vecteurs d'après la loi 
actuelle, il suffît de concevoir une règle rectiligne Om tour- 
nant autour d'un point fîxe 0, et n points Ai, A3, A3,..., An assu- 
jettis à glisser sur cette règle, et dont les /i —- 1 premiers sont 
de plus assujettis à glisser sur n — i courbes; si Ton conçoit 
un fil de longueur constante fixé en par une de ses extré- 
mitéSy s'enroulant autour du premier point et de 0, autour du 
second point et de 0, et ainsi de suite jusqu'au /i'*'"* point, et 
fixé finalement par sa seconde extrémité en 0; si une force 
exercée sur le /i'*'"* point tient ce fil constamment tendu pen- 
dant que la règle tourne autour de 0, la courbe décrite par le 
f^iime point A„ sera conjuguée des n — i courbes données d'après 
la loi 

2r= a; 

on a les équations 

(n) 2rcota — o, 20N — o;- 

donc la somme algébrique des sous-normales est nulle, ou, ce 
qui est la même chose, le centre des moyennes distances des 
extrémités des normales par rapport au pôle coïncide avec 
ce pôle. 



r 
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L'équation (R) du n^ 156 devient 



327 



Msin'a""^ sin'a ' 



or les formules (t.) donnent (fig. 64) 



Fig. 6/,. 




conséquemment les formules (Ri) du même numéro devien^ 
dront 



Si le nombre des courbes se réduit à deux, on a 



(n) 



ONi H- ON, =rz O, 

Ov, -i-Ov, 

= O/li -T- O/la. 



158. Les constantes v et m sont égales entre elles et à 
Dans ce cas, on a l'équation 



— 1. 



^ I _ I 
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l'équation (n) s'écrit sous Tune des deux formes suivantes : 



T-^-^. I 



OTxOA 



= o: 



donc la somme des inverses des aires des triangles rectangles, 
tels que OAT, qui ont pour côtés de l'angle droit la sous-tan-- 
gente et le rayon vecteur, est nulle. 

L'équation ( R) du n*» 156 devient ^ 

^^ ^r(Rsin»a)"" 2d rr ^ Zd^"' 

que l'on peut écrire de la manière suivante, AI étant une 
moyenne proportionnelle entre r et Rsin'a : 

-"AI ^ OA -^ OT 

qui se construit d'après les règles du Chapitre I du Livre I. 

159. Les constantes m et v sont égales entre elles et à ^. — 
On a alors 

les équations (n) donnent 

{n) 2Hcota = o, 20NxÔA==:o; 

donc la somme algébrique des triangles tels que AON est nulle. 
D'une autre part, les équations (RJ du n"* 156 donnent la 
relation 

(R) 20t..0A = 320/1. OA. 

'Les formules (n) et (R) donnent les lois d'après lesquelles 
les normales et les courbures sont conjuguées. 

Si l'on multiplie par — l'équation F, que l'on intègre entre 

ûi)t et &){, et qu'on représente par u^^ {«s»* • • » i^n les aires cor- 
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respondanteSy on a Féquation 



I 



2 



«a); 



donc la somme des aires balayées par la ligne des rayons vec~ 
leurs depuis l'angle gjq jusqu'à cot est égale à l'aire du secteur 
circulaire dont le rayon est a et l'angle (wi — oio). 

Remarque. — Quelles que soient les positions de la transver- 
sale lorsqu'elle tournera dans les différentes positions d'un 
même angle, la somme des aires balayées est constante. 

160. Deuxième exemple. — Soil l'équation 

dans laquelle / indique les logarithmes népériens, l'équa- 
tion {n) devient 



in) 



Jvcotar:.o, ^v^=o; 



on déduit la proposition suivante : 
Si l'on porte à partir de {Jig>65) et dans la direction OA 

Fig. 65. 




une grandeur proportionnelle à y, et que par V extrémité on 
mène une parallèle à la normale AN, la somme algébrique des 
segments tels que 01 sera nulle. 
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On obtient pour Téquation (R) 



1 



Rsin'a sin^a 



que Ton peut écrire de la manière suivante : 



(R) 



V ^^ ^_1 __ i-\ -— 

Zis[n^"i\R'~N/'"'^' 



Prenez (fig* 66) le conjugué harmonique du point A par 



Fig. 66. 




rapport au symétrique <X rfe N «f par rapport â R. Soit Jl> ce 
point, on a 



A. o/lo 



I 

s 



T 



par suite, AX^ étant la troisième projection de A JW par rapport 
aux deux côtés de l'angle OAN, l'équation précédente devient 



2vr 



^ AoAo X sin^a 






vXAO 

ojloo A 



:i O. 



Par le point A élevons une perpendiculaire sur le rayon 
vecteur; sur cette perpendiculaire prenons AV égal à v, cal- 
culons AX quatrième proportionnelle aux droites AXs^ AO 
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et AV, nous aurons la relation 

2AX = o, 

ce qui démontre que, si l'on projette toutes les longueurs 
telles que AX sur ON, la somme des segments positifs sera 
égale à la somme des segments négatifs. 

Cela donne la construction du rayon de courbure d'une 
courbe lorsque Ton connaît les tangentes et les rayons de 
courbure des autres courbes. 

Si toutes les courbes moins la n*^^ sont des droites, on aura 
l'équation 

R„ sin^ûCn ^^ sin'a 

161. Problème III. — Quelle doit être la forme de la fonc- 
tion 9 de r équation [R] du n° 155, dans laquelle F est homo- 
gènCy pour que les rayons de courbure soient conjugués entre 
eux d'après la loi 

^Ksin^fl 

L'équation [R] du n® 155 montre qu'on satisfait à cette rela- 
tion si chacune des fonctions 9 satisfait à l'équation de la 
forme 

-[r^cp'(r)]::=o; 

de là on déduit, A* et / étant des constantes, les équations 

k 

r'(p'{r)=:ky <p(r)zzr— -. 4-/; 

donc il ne faut conserver que le premier terme, parce que la 
fonction 9 doit être homogène. 

Problème IV. — Quelle doit être la forme de la fonction 9, 
monôme du degré m, pour que les rayons de courbure soient 
conjugués entre eux d'après la loi 

Zi K sin'a ~Z^ sin'a dr^ ^ ^ '■■' 
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OU bien d'après la loi 



Z^^VRsin»a r)"''' 



dans laquelle les coefficients C sont constants, 

I® Remarquons que Téquation [R'] du n" 155 peut s'écrire, 
en observant que a =:2(p(r), sous la forme suivante : 



(SK^=Sl-it'V(.'l*»"<" 



> 
(R) < ~ A ' 



il faudra donc que chacune des fonctions 9 satisfasse à l'équa- 
tion donnée par le type 

Cette équation différentielle est du second ordre; on l'inté- 
grera si l'on pose <^(r)^=r''y n étant une arbitraire qu'il faut 
déterminer, de manière que l'équation précédente soit satis- 
faite; la condition à laquelle on arrive est 

d'où l'on tire 



I=izi/l -h i'W 

11= -î— ; 



1 



l'intégrale générale sera donc, A et R étant les constantes arbi- 
traires introduites par l'intégration, 



9(r)r=:: Ar ^ ^^ 4.. Br » * 



ou bien, en posant \/n- 4'^= 2Ar, 

Ar*-4-Rr-* 



9(0=: 



Sl'r 
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Suivant que Ton donne à m les valeurs suivantes, on trouve 
les formes correspondantes de la fonction 9( r) : 

Si /n=::o, 9(r)rr^A H — ; 

si m =- 2, <p(r)r:rAr H — -\ 

si m ----- 12, ç(r) ==: Ar'' H -^ : 

si m ~ ■ 24, cp( r) :::= A r* -i — - ; 

si m — : 40, 9 ( r) ~- A r* -^ ^ : 

l> 
si m rrr: 60, 9( /') ~- A T* -i — ^ ; 

mais il ne faudra conserver que l'un des deux termes, parce 
que la fonction 9 doit être monôme. 

2*» Supposons toujours que F ne soit pas homogène, mais la 
somme de fonctions monômes 9, et soit ¥ =l(f{r); l'équa- 
tion (R) peut s'écrire sous les formes suivantes : 

^Rsin'a ^ rfr"- ^ ' '•■ ^ sin'a 

d 



S rl?iS =S'^«^'« dr f '•'<?'('-)i +2 '•^'('•)' 



ou bien 

or, si l'on pose nul le facteur de cot^a, on a l'équation 

— l0Krr'<p'(r)l=:— =0. 
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Il vient par l'intégration, C, Ci étant des constantes arbitraires, 

et, conséquemment, Téquation des rayons de courbure de- 
vient 

^U \Rsin'a rj 

§ 11. — Applications. 
Transformatiom simples. 

162. Transformation des figures par rayons vecteurs réci- 
proques. — Définition. — Si deux points M, M' sont tels que 
le rectangle de leurs distances à un pôle fixe soit égal à un 

2 

carré donné OA , de telle sorte que 



OMxOM'izzOA, 

ces deux points sont transformés l'un de l'autre par rayons 
vecteurs réciproques. Cette relation est un cas particulier de 
celle qui a été donnée au n° 160, puisqu'il suffit de passer des 
nombresauxlogarithmes. Lorsque le pointMdécritunefigureC, 
le point M' décrit une figure C qui est la transformée de C. 

Construction du point transformé d'un point donné M. — 
Menez la polaire du point M par rapport au cercle de rayon OA, 
«elle coupera le rayon vecteur OM en un point M' qui sera le 
transformé de M. 

Formules de transformation. — Soient x^y^ z, x\ /', z' les 
coordonnées des points M et M', r et r' les rayons vecteurs 
de ces points, on a 

a^ û' , «^' / «' f 

r == — ) X "zzz — X . Y ^= — Y . Z := — Z l 

, rt^ , a' , à" , a^ 

r'r= -, X'^^ - X, f:= - r, Z'^ y^ Z. 
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163. Principes de transformation. — i*» Deux courbes trans- 
formées l'une de l'autre font, avec le rayon vecteur en leurs 
points transformés, des angles supplémentaires, situés dans 
un même plan passant par l'origine et les deux tangentes en 
ces points. 

En effet, dans le cas de deux courbes C et C, la formule {n) 
du n® 160 donne 

cota -r- cota' — o; 

donc les deux angles a et a! sont supplémentaires. 

2<* Les tangentes aux deux courbes en leurs points réci- 
proques se rencontrent en un point qui appartient au plan 
normal au rayon vecteur au point qui divise en deux parties 
égales le segment terminé par les deux points réciproques. 
Les plans normaux à ces deux courbes se coupent sur le 
même plan. 

3^ Les plans tangents à deux surfaces réciproques en leurs 
points réciproques se coupent sur le plan normal au milieu 
du segment qui joint ces deux points. Les normales se cou- 
pent sur le même plan. 

4^* Si deux courbes Ci, G se coupent sous un angle, les 
transformées de ces courbes se couperont sous le même 
angle. En effet, les trièdres formés aux points d'intersection 
par les tangentes aux courbes et le rayon vecteur sont symé- 
triques (i*»). 

5® Si deux surfaces Si, Si se coupent sous un angle, les trans- 
formées de ces surfaces se couperont sous le même angle. 
En effet, en menant en deux points réciproques des intersec- 
tions des éléments normaux à ces intersections situées dans 
les surfaces, etc., ces éléments seront réciproques deux à 
deux; donc deux éléments qui ont une extrémité commune 
formeront un angle égal à celui des deux autres éléments. 
Donc, etc. 

&" Les lignes de courbure d'une surface ont pour trans- 
formées les lignes de courbure de la surface transformée (5**). 

7° Si une courbe est plane, sa transformée n'est pas plane. 
Cela résulte de (2<>). 

8"* La transformée d'une droite est un cercle situé dans le 
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plan du pôle et de la droite ; ce cercle passe par ce pôle et est 
tangent à la parallèle menée du pôle à la droite donnée. 

En effet, si Ton opère dans le plan du pôle et de la droite, 
on a par suite de la formule (R) du n^ 160, dans le cas de deux 
courbes situées dans ce plan, la formule 

N' N_ 

or, si l'une de ces courbes G est une droite, son rayon de cour- 
bure est infini, et, conséquemment, 

N' = 2R'. 

Donc la courbe C rapportée au pôle O est telle que le rayon 
de courbure est moitié de la normale; elle est donc un cercle 
passant par le point 0. Donc le diamètre de ce cercle et la per- 
pendiculaire à la droite sont réciproques. 

g** La transformée d'un plan est une sphère passant par le 
pôle et tangente en ce point à un pian parallèle au plan donné : 
cela résulte de (8°). Le diamètre et la perpendiculaire au plan 
sont réciproques. 

io<* La transformée d'un cercle situé dans un plan qui passe 
par le pôle est un cercle situé dans le même plan, ces deux 
cercles ayant pour tangentes communes deux droites issues 
du point 0. 

En effet la formule (R) du n"" 160 peut s'écrire sous la forme 

or, si la première courbe est un cercle tel que la distance de 
son centre à l'origine est A, le triangle OCM donne 

A^ = r2-h R2— 2rRsinrf/5; 
éliminant le sinus entre ces deux équations, on obtient 

R' '^ rr' rr'R~'rr'\ H )' 
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elle second membre est constant^ puisque rr' = a^. Donc, etc. 
La seconde partie de renoncé est évidente. 

1 1^ La transformée d'une sphère est une sphère, et ces deux 
sphères sont inscrites dans le cône qui a son sommet au pôle. 
Cela résulte de (io°). Si deux sphères passent, la première par 
quatre points et la seconde par quatre points réciproques, 
elles sont réciproques. Étant donnés une sphère et un point 
de la sphère réciproque, il est facile de construire cette 
sphère. 

la^" La transformée d'un cercle quelconque est un autre 
cercle. En effet, le cercle C peut être considéré comme l'inter- 
section de deux sphères s, St. Donc la courbe C sera l'intersec- 
tion des deux sphères transformées s', s\ . Donc, etc. 

i3® Les deux cercles C, C sont donnés par deux sections 
antiparallèles de la surface conique qui passe par le pôle et 
l'un de ces cercles. 

£n effet,. le plan du cercle C est perpendiculaire à un plan 
diamétral OMN de ce cône; les deux sphères^ et Si du nu- 
méro précédent sont perpendiculaires à ce plan. Donc (5®) les 
sphères transformées coupent le même plan orthogonalement, 
et, par suite, le plan du cercle C est perpendiculaire au même 
plan diamétral. Donc, etc. 

i4® Les deux cercles C, G réciproques se trouvent sur une 
même sphère dont le centre est situé sur le plan diamétral 
perpendiculaire aux plans de ces cercles (i3^). 

i5^ Les cercles osculateurs de deux courbes réciproques C 
et C en deux points réciproques sont réciproques. En effet, le 
cercle osculateur de C en un point M passe par trois points 
infiniment voisins, et le cercle osculateur qui passe par les 
trois points réciproques de la courbe C est osculateur de cette 
courbe et réciproque (12^) du premier cercle. Cela donne le 
cercle osculateur et aussi le plan osculateur de la transformée 
d'une courbe. 

16® Les sphères osculatrices de deux courbes réciproques 
en deux points réciproques sont réciproques (même démons- 
tration). Ceci donne la sphère osculatrice de la transformée 
d'une courbe. 

17** Trois surfaces passent par le cercle osculateur d'une 

22 
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courbe : le plan osculateur P, la sphère osculatrice S et la 
sphère o- qui» passant parle pôle 0, contiendrait ce cercle; les 
trois surfaces transformées sont P', sphère qui passe par le 
pôle et le cercle osculateur de la courbe C réciproque de C; 
la sphère S' réciproque de S, et par conséquent osculatrice 
de C (lô®), et le plan réciproque de a. Donc on obtient le plan 
osculateur d'une transformée C en construisant la transformée 
de 7. 

i8** La surface lieu des intersections des plans oscula- 
teurs(P) a pour réciproque la surface lieu des intersections 
des sphères (P'), et. la surface lieu des intersections des 
sphères (o") a pour réciproque la surface lieu des intersections 
des plans osculateurs (e/) de la courbe réciproque C. 

19^ Les plans normaux (N) à une courbe C ont pour réci- 
proques des sphères (N') normales à C; le lieu des intersec- 
tions des plans normaux est une surface D qui a pour réci- 
proque une surface D' lieu des intersections des sphères (N'). 

Le lieu £ des sphères passant par le pôle et coupant or- 
thogonalement la courbe C a pour réciproque le lieu £' des 
plans normaux de la transformée C. 

20^ Une longueur MN qui joint deux points M, N et la lon- 
gueur M'N' qui joint les deux points réciproques sont entre 
elles comme le carré du rayon du cercle A est au rectangle 
des rayons vecteurs OM, ON, 

MN _ a' _ OM^ON^ 
M'N'~OM.ON~ a» 

' Ce principe permet de passer des propriétés métriques d'une 
figure aux propriétés métriques correspondantes de la figure 
réciproque. 

21® Si la propriété métrique d'une figure est projective, elle 
existera aussi pour la figure réciproque. 

22® Les distances p^ et p d'un plan à l'origine et à un point 
sont entre elles comme les carrés du rayon vecteur r' du réci- 
proque du point et de la tangente S' menée par ce point réci- 
proque à la sphère réciproque du plan, de sorte que Ton a 

£1 — ^ 

D 6'»' 
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23<'. Les tangentes T« et 6, menées de l'origine et d'un point 
à une sphère, sont entre elles comme le rayon vecteur du réci- 
proque de ce point est à la tangente menée de ce point réci- 
proque à la sphère réciproque de la sphère donnée. 

Ces deux principes permettent d'exprimer la propriété mé- 
trique d'un lieu réciproque d'un lieu jouissant d'une propriété 
métrique connue. 

I6&. Transformation des surfaces du second degré homo- 
focales. — Soient trois surfaces du second degré homofo- 
cales S, S', S'^; les intersections des deux dernières avec la pre- 
mière déterminent sur celle-ci deux lignes de courbure, de 
sorte que, si l'on fait varier les axes de ces deux dernières, 
elles détermineront le réseau complet des lignes de courbure 
de la première surface. Or sur chacun des axes de celle-ci se 
trouvent deux sphères doublement tangentes à la surface en 
deux ombilics, symétriques par rapport à cet axe, et, d'après 
un théorème que nous avons fait connaître [Comptes rendus 
de l'Académie des Sciences, t. XLVIII, p. 886; t. LII, p. i i5o), 
les surfaces du second degré de révolution inscrites ou cir- 
conscrites à la fois à deux sphères d'un même couple, déter- 
minent sur la surface S le réseau complet des lignes de cour- 
bure. 

Prenons maintenant la figure transformée; les trois sur- 
faces 2, 2', I/\ transformées de S, S', S'*, sont du quatrième 
degré; elles se coupent orthogonalement, et deux d'entre elles 
déterminent sur la troisième deux lignes de courbure, l'une 
de la première série et l'autre de la seconde série. 

Comme les deux sphères auront pour transformées des 
sphères et que la surface du second degré de révolution aura 
pour transformées une surface engendrée par le mouvement 
d'une sphère de rayon variable, la série des surfaces de cette 
famille déterminera sur celle des surfaces (1) que l'on consi- 
dère le réseau complet des lignes de courbure de cette sur- 
face. 

De plus, comme pour chaque ligne de courbure de la sur- 
face S la somme ou la différence des tangentes menées d'un 
de ses points aux deux sphères d'un couple est constante, sui- 

22. 
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vant que cette ligne de courbure appartient aux lignes de 
courbure de la première série ou de la seconde, pour chaque 
ligne de courbure de la surface 1, la somme ou la différence 
des tangentes menées d'un de ses points aux deux transfor- 
mées des sphères (n^ 163) sera proportionnelle à la distance 
de ce point à un point fixe, suivant que la ligne de courbure 
appartiendra à la première ou à la seconde série. 

165. Transformation du cône du second degré. — Joignons 
le sommet s du cône au centre de transformation par une 
droite et faisons passer par cette droite un plan, il coupera le 
cône suivant deux droites passant par s; ces deux droites se 
transformeront en cercles passant par et par le point s' réci- 
proque de s, et comme cela a lieu dans toutes les positions du 
plan et que les deux droites rencontrent tous les cercles des 
deux sections anti parallèles, lesquels, dans la figure trans- 
formée, restent des cercles, il en résulte que la surface trans- 
formée du cône est engendrée par un cercle de rayon variable 
passant par deux points fixes et rencontrant un cercle de gran- 
deur et de position donnée, etc. 

Cela posé, si nous inscrivons un trièdre au cône et qu'on 
représente par p, p., p^ les distances d'un point du cône aux 
trois faces du trièdre, on a, a, a^, as étant des constantes, la 
relation 

oc ai a* 

- -i 1 =o. • 

P P^ P^ 

Donc, si nous considérons trois surfaces sphériques passant 
par et s^, et qu'on représente par /, ti, U les tangentes me- 
nées d'un point de la transformée du cône à ces trois sphères, 
et par B, B„ Bs trois constantes, on aura, pour la surface trans- 
formée, la relation 

B B. B, 

Si Ton mène un plan tangent à ces trois sphères, en repré- 
sentant par r, n, Ts les distances d'un point de la courbe 
d'intersection aux trois points de contact, on aura cette pro- 
priété : l'intersection de la surface par un plan est telle, qu'il 



r 
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existe dans ce plan trois pôles par rapport auxquels un point 
quelconque de la courbe jouit de la relation 

B B. B, 



r' r\ r\ 



Il est inutile de pousser plus loin les applications de ce 
genre de transformation, qui a été l'objet de nombreuses et 
intéressantes recherches. 

Transformations doubles. 

166. Transformation des figures par normales à la sphère 
réciproques. — Définition. — Soit une sphère dont le centre 
est en un point donné et dont le rayon est d'une longueur 
donnée H; si d'un point a appartenant à une Ggure on abaisse 
une normale à la sphère, elle la rencontre en deux points dia« 
métralement opposés a, a. ; si l'on choisit sur cette normale 
un point A satisfaisant à la relation aa x Aa = MS le point A 
est dit le transformé du point a par normales à la sphère M, 
réciproques suivant le carré du rayon. Si l'on choisit sur la 
même normale un second point Ai, satisfaisant à la relation 

aai X Al ai = M , le point At sera un second point transformé 
du point a. Ainsi, dans ce système, chaque point de la figure 
donnée a deux points correspondants dans la fîgure transfor- 
mée; c'est pour cela que ce genre de transformation est ap- 
pelé double. Ces deux points sont dits conjugués entre eux. 

Construction des deux points transformés R, Ri d'un point 
donné r. Si l'on décrit du centre une sphère de rayon 2 M, 
et que Ton appelle X, A>i ses intersections avec le rayon vec- 
teur Or, il est visible que l'on aura les deux relations qui 
rentrent dans le cas du n<* 156, 



T 1 2 I 

+ T^TR^ ^ . =77-4- 



OX Or^OR OJl,i""Or ORi' 

un rayon vecteur étant positif ou négatif, suivant qu'on le 
compte d'un côté ou de l'autre à partir du point 0. î)e là on 
déduit les propositions suivantes : 
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I* Tout point R transformé d'un point r est le conjugué 
harmonique de ce point par rapport au centre O et au pied 
de la normale X abaissée du point r sur une sphère de 
rayon 2 M. 

2* Les deux points transformés R, Ri d'un point r, ou leurs 
symétriques par rapport au point 0» sont conjugués harmo- 
niques entre eux par rapport au point et au point où la 
normale, abaissée du point r, rencontre la sphère de rayon M. 

On déduit de ce qui précède la détermination d'un point 
transformé R par une construction unique qui ne souffre au- 
cune exception, quelle que soit la position de ce point. 

On déduit également une discussion facile des positions 
des points R, Ri, lorsque le point r prend toutes les positions 
possibles. 

3® Tout point r situé sur la sphère de rayon 2 H est lui-- 
même l'un de ses transformés. 

167. Formules de transformation^ — Soient x^y^ z, X, Y, Z 
les coordonnées des points r et R. Représentons par r, R, H 
les distances Or, OR, OM. Nous aurons 

_ MR _ MX _ MY _ MZ 

l^__ Mr ^_ M^ Y_ M.r 2= ^^ 



r — M . r — M r— M r — M 

Principes de transformation, — i® Une surface du degré m 
a pour transformée une surface du degré 2 m. 

2*^ La transformée d'un plan est une surface du second ordre 
de révolution dont le foyer est en 0, et dont le plan directeur 
est le symétrique du plan donné par rapport au point 0. Le 
plan mené par le point 0, parallèlement au plan donné, par^ 
tage la surface en deux régions, dont l'une contient les trans- 
formées de première espèce et l'autre les transformées de 
seconde espèce des points du plan. 

Suivant que le plan est extérieur, tangent ou intérieur à la 
sphère de rayon M, la surface est un ellipsoïde, un parabo- 
loîde, ou un hyperboloïde à deux nappes. 
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Tout plan qui passe par le point est lui-même son trans- 
Formé. 

Deux plans quelconques ont pour transformées deux sur- 
faces de révolution du second ordre ayant même foyer, et dont 
1 es pians directeurs font entre eux le même angle que les 
plans donnés. 

3^ La transformée d'une droite est une conique dont le 
foyer est en et dont la directrice est la symétrique de la 
droite donnée par rapport au point 0. La parallèle menée par 
le point à la droite partage la conique en deux arcs, dont 
l'un contient les points transformés de première espèce et dont 
l'autre contient les points transformés de seconde espèce. 

Toute droite passant par le point est elle-même sa trans- 
formée. 

Deux droites quelconques ont pour transformées deux co- 
niques de même foyer et dont les directrices font entre elles 
l'angle des deux droites données. 

4° Une courbe située sur une surface a pour transformée la 
courbe d'intersection de la transformée de la surface avec le 
cône qui a son sommet en et qui passe par la courbe donnée. 

168. Passage des propriétés d'une figure à celles de la trans^ 
formée. — i« Si la propriété est descriptive dans la figure don— 
née, elle existe aussi dans la figure transformée, pourvu que 
l'on remplace les lignes par des arcs d'ellipse correspondants* 

C'est ainsi que les théorèmes de Pascal et de Brianchon sur 
l'hexagone inscrit et circonscrit à une conique sont vrais pou r 
l'hexagone curviligne inscrit ou circonscrit à la transformé^ 
de la conique, les côtés et les diagonales étant des arcs ^^ 
conique situés sur la surface de révolution du second deg».^ 
transformée du plan de l'hexagone donné, les plans de e^^ 
arcs passant par le foyer de la surface. 

2» Si la propriété est métrique et projective, elle exlsx^ 
dans la figure transformée; mais tout segment, tel que a6^ ^ 
la figure donnée sera remplacé dans la relation projeciW^ ^ 
un triangle qui a pour base la distance AB des deux poVxx^^ 
transformés des. points a et 6, et pour sommet le polni O^ ^ 

C'est ainsi que, le théorème de Désargues sur 1 mv^Vv^. 
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des points d'intersection d'une transversale avec les côtés et 
les diagonales d'un quadrilatère complet donnant la relation 
projective 

ab,cb\a'& z=z a'b'.ac.bc\ 

a, a'; b, b'\ c^ d étant les points situés sur les côtés opposés 
ou sur les diagonales» on aura dans la %gure transformée, en 
représentant par les mêmes lettres majuscules les points trans- 
forméSy la relation suivante (tr. étant l'abréviation du mot aire 
du triangle ) : 

(tr. AOB) X (ir.COB') X (tr. A'OC) 

= (tr. A'OB') X (tr. AOC) X (tr.BOC ). 

• 

3^ Si la propriété est métrique et non projective, la trans- 
formation se fera en remarquant que, pour un segment tel 
que ab de la figure donnée, p étant la perpendiculaire abaissée 
du point sur aby et a et (3 les points d'intersection des rayons 
vecteurs Oa, 06 avec la sphère de rayon M, on a la formule 
de transformation 

ab.p _ tr.AO B 
M* "aA.pB* 

Ainsi soit l'ellipse dont les foyers sont a et 6, et dont n est 
un point quelconque, si s/r est une constante, on a la rela- 
tion 

an -{- 6n = 2 Ar ; 

si l'on représente par p ei q les perpendiculaires abaissées du 
point sur an et bn, et v le point oit le rayon On rencontre 
la sphère M, on a la relation 

tr.AON tr.BON , t., 

p.aA 9*pB 

Tangentes. — Soit I le point d'intersection des tangentes 
au point r et au point réciproque B de la courbe donnée et 
de la transformée; soit / la projection du point I sur le rayon 
vecteur Or, on a, d'après l'équation {n") du n"* 156, la rela- 
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tion 

Or ir 

OR""!!' 

On en déduit la proposition suivante : La projection du point 
d'intersection de deux tangentes en deux points correspon- 
dants r etVi d'une courbe et de sa transformée est le conjugué 
harmonique du point par rapport aux points r et R. Ce 
point n'est autre chose que le point X d'intersection du rayon 
vecteur Or avec la sphère de rayon 2 M. 

On obtient par là la règle suivante : Pour construire les tan- 
gentes des courbes transformées d'une courbe donnée aux 
points R, Ri correspondants du point r, menez la tangente au 
point r et les plans tangents à la sphère 2 M aux points Jle 
et Jlo,, où le rayon vecteur rencontre cette sphère; par les 
points d'intersection 1, I| de ces deux plans et de la tangente, 
tirez les lignes IR, Ii Ri, ces deux droiies seront les tangentes 
des deux courbes transformées. 

Ces deux tangentes se rencontrent en un point N situé sur 
une perpendiculaire au point au rayon vecteur Or, et sur la 
symétrique par rapport au point de la tangente en r à la 
courbe donnée; donc, si dans la construction précédente on 
joignait les points I, Ii au point N, on aurait à la fois les 
points R> Ri correspondants du point r et les tangentes en ces 
points aux deux courbes transformées. 

La construction du plan tangent à une surface transformée 
d'une surface donnée se fait de la même manière. 

Rayon de courbure géodésique. — On appelle courbure géO' 
désique d'une courbe située sur une surface la projection de 
la courbure de la courbe sur le plan tangent à cette surface. 
Soient p et ^ les rayons de courbure géodésique de la courbe 
et de sa transformée aux points correspondants r, R, ces rayons 
de courbure géodésique se rapportant à la surface conique qui . 
contient ces deux courbes et dont le sommet est en 0; soient tt, 
9 les projections triples successives de ces rayons de cour- 
bure, de telle sorte que l'on ait 

7r = pcos'''(r, p), « = ^cos«(R, ^), 
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on aura, par suite de Téqualion (R) du n'' 156, les deux rela- 
tions harmoniques 



I I a I I 



Ainsi la proportion harmonique qui a donné les points corres- 
pondants, les tangentes correspondantes, donne aussi d'une 
manière analogue les rayons de courbure géodésique corres- 
pondants. 

Des arcs d'une courbe algébrique conjugués entre eux. 

169. Forme de V équation d'une surface algébrique du de- 
gré m rapportée à son rayon vecteur mené d'un point donné O. 

Soit /= o l'équation de la surface rapportée à des coor- 
données rectangles rectilignes; si l'on appelle r le rayon vec- 
teur mené du point 0(a/, y, z*) jusqu'à un point {x,jr, z) de 
la surface, et X, /x, v les angles qu'il forme avec les trois axes, 
on a 

J7=:a:' -h rcosX, j^ = ^' -f- rcosfx, z-= z* -\- rcosv, 
ety conséquemment, si l'on pose 



I ^ d d d\ 

= (COSA -T hCOSfJi-T- -f cosv-T- 1 



9 



on aura les deux équations symboliques, en représentant par/i 
la valeur de / pour x', y', z\ 



pi w»m 



^•^ ' -^ -^ 1.2 -^ 1.2. . ./n "^ 



I A/; I 1 A»/; I 1 A*/; I 



(/) 



r- /; r"-' 1.2 /, r—* i.2.3 /. r™-» 

' A-/. _ 



o. 



1 . 2 . . . m " yi ' 



dans lesquelles les exposants de A indiquent l'ordre des dif- 
férentiations. 
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Soit ^ Tangle que le rayon vecteur fait avec l'axe des z, et 
6 Tangle que la projection de ce rayon fait avec Taxe des x, 
on a 

A = (sinij; cos9-t — h sini}^ sinô -j- + cos^'-r- )• 

L'équation (/) sera celle de la surface rapportée à des coor- 
données polaires issues du point 0. 

• 

170. Surfaces résultantes. — Théorème I. — Si du point 
0(x',jr\ z') on mène une, sécante à une surface algébrique 
f=z o du degré m, et qtfon prenne sur cette sécante à partir 
du point un segment v qui soit lié avec les m segments r dé- 
terminés par la surface, par la relation 

A» 



(.) 1" =y -i 



dans laquelle k est une constante, le lieu des extrémités du 
segment v est une surface algébrique du n'^^ degré, quel que 
soit le degré de f 

En effet, si l'on représente par Si, S2, S«y. . .»S» la somme 
des inverses des premières, deuxièmes,..., /i""" puissances 
des segments déterminés par la surface /sur un rayon quel- 
conque issu de 0, on aura les relations suivantes : 

(>) lî-s— Tf-X' 

(3) ^-^•-7î"^^TX~âX' 

et ainsi de suite. 
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Od aura donc 

et ainsi de suite. 

Or, si Ton appelle X^ Y, Z les coordonnées de Textrémité du 

segment v et qu'on remplace cosX, cos/x, cosv par leurs va- 

x' X r' — Y z' ^Z 

leurs respectives > > y on voit que la pre- 



V V V 



mière équation sera du premier degré, la deuxième sera du 
second degré et la n**^ du degré n-, quel que soit le degré de 
réquation/. 
Nous représenterons ces surfaces résultantes par F,, Fa, 

■Psj • • • > * n» 

171. Théorème II. — On peut tracer sur une surface algé- 
brique f une courbe conique qui détermine sur la génératrice 
quelconque du cône m segments rt, ri, ... , r« liés entre eux 
par la relation 

in) > — = — 

^ ' ^r"" a"" 

Du centre de la surface conique et d'un rayon a décrivez 
une sphère; elle coupera la surface F^ suivant une courbe 
sphérique ' dont le rayon vecteur sera a. Si maintenant on 
décrit une surface conique qui ait son sommet en et pour 
directrice cette courbe sphérique, ce cône coupera la surface 
algébrique /suivant une courbe conique qui jouira de la pro* 
priété (/i). . 

Corollaire I. — Dans le cas où w = i, la surface conique 
sera un cône circulaire droit. La courbe d'intersection de ce 
cône avec la surface/ jouira de la propriété 



^ r a' 



les tangentes seront liées entre elles d'après la loi {n") du 
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n"^ 155» et les rayons de courbure géodésique d'après la loi 
donnée dans les n^ 156 et 168. 

Corollaire II. — Si 71 = 29 la surface conique aura pour 
courbe directrice Tintersection de la sphère de rayon a ayant 
son centre en avec la surface du second degré donnée par" 
réquation F^. Cette surface conique, qui jouit de propriétés 
remarquables, coupera la surface / du degré m suivant une 
courbe qui jouira de la propriété 



2a r' 



a' 



Les tangentes et les rayons de courbure géodésique seront 
donnés par les formules (n'') et (R) du n® 156. 

172. Théorèmb III. — Étant donnée une surface algébrique f 
du degré m et un point 0, on peut trouver un cône ayant son 
sommet en ce point dont l'intersection avec cette surface soit 
une courbe telle que les m segments déterminés par cette 
courbe sur une génératrice quelconque du cône soient liés 
entre eux par la relation 



r\ r^ r^. . ,rgn a 



On cherchera d'abord la surface lieu des extrémités des 
rayons vecteurs t* menés de 0, satisfaisant à la relation 






cette surface est (n" 170 ), 



A-/. 



qui est du degré m. 

Si l'on coupe cette surface par une sphère de rayon a ayant 
son centre en 0, l'intersection sera la directrice de la surface 
conique ayant son sommet en 0, qui coupera la surface / 
d'après la loi donnée. 
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Les tangentes et rayons de courbure géodésique de cette 
courbe seront donnés par les formules (n) et (R) du n** 160. 

173. Théobème IV. — D^un point 0(ar', y' y z') on mène une 
sécante à une surface algébrique f du degré m et l'on prend 
sur cette sécante, à partir du point 0, un segment v qui soit lié 
avec les m segments r déterminés par la surface^ par la relation 

(v) kv^zzzlr"; 

le lieu des extrémités dès segments v est une surface du de- 
gré mn. 

L'équation (/) peut s'écrire de la manière suivante : 

A""'/! . m.m — lA"-'/! . , 

A-/i A"/i 

m. m — I . m — i. A'^''\ft 



-4-. . . 



A-/ 
m. m — 1.. .n\ — /i4-i. A*"""/! 



m(m — i)...iA/î m. m — 1...1/! 

+ A-/. ^ A-/. 

D'après cela, on a les relations 

A"/, 
(,) >^. _S._ 1^ ^.^_ j V A-/ ' 



(3) 



i...-S- / >» • A— y: V , m'A-'/ ( m - f ) A*-»./: 

_ m, m — T. m — 2. A*"* /î 
"^ A-/ 



et ainsi de suite. 

On voit que, si Ton remplace les cosinus des angles X, /x, v 
par leurs valeurs 

x'-X r' — Y z'~Z 
— _ — , j j 
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la première équation sera du degré m, la seconde équation 
sera du degré 2 m, et ainsi de suite. Ijous représentons les 
surfaces correspondajnt à ces équations par $«, $3.. 

On voit que, si la surface /est un plan, les surfaces 9t, $„ 
4>,, • . . seront, la première un plan, la seconde une surface du 
second degré, la troisième une surface du troisième degré, et 
ainsi de suite. 

Il est facile de voir que le même problème pouvait être 
résolu dans le cas où, les rayons vecteurs a, r,,. . ., r« étant 
liés entre eux par une fonction ip algébrique symétrique de 
ces rayons, on aurait déterminé le lieu des extrémités du seg- 
ment V lié avec les rayons vecteurs par l'équation 

174. Des courbes algébriques conjuguées entre elles, — Tra- 
çons sur une des surfaces de la série (F) ou de la série ($) 
une courbe quelconque C algébrique et formons un cône qui 
ait son sommet en O et qui contienne la courbe C, il déter- 
minera sur la surface / une courbe algébrique C qui sera 
rencontrée par la génératrice du cône en m points; il y aura 
donc sur la Courbe C m arcs qui seront conjugués de la 
courbe G, puisque les rayons vecteurs qui seront relatifs à ces 
m points seront liés avec le rayon vecteur relatif à la courbe G 
par la relation (i>) ou par la relation (%/ ). De là résulte que Ton 
connaît les lois d'après lesquelles sont conjuguées les tangentes 
en ces m + 1 points, et les rayons de courbure géodésique par 
rapport à la surface conique qui les contient (n"* 156 et sui- 
vants). 

Si la courbe G est l'intersection d'un plan passant par le 
point O, avec la surface de la série (F) ou de la série ($) que 
Ton considère*, les courbes C et C seront planes; mais les lois 
d'après lesquelles les points correspondants, les tangentes et 
les courbures en ces points seront conjugués, seront les 
mêmes; seulement les rayons de courbure géodésique ne 
seront pas distincts des rayons de courbure propre. 
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§ lîl. — Généralisation. 

175. Des courbes conjuguées sur une surface développable. 
Des courbes situées sur une surface développable sont dites 
conjuguées suivant leurs rayons vecteurs lorsqu'une généra- 
trice rectiligne variable de la surface détermine sur chacune 
des courbes des points A,, A,, A3, . . . , A„ tels, que les segments 
ou rayons vecteurs comptés sur cette génératrice à partir de 
son point de contact avec l'arête de rebroussemenl satisfont 
à une relation invariable entre ces rayons. 

Si Ton développe sur un plan la surface développable, l'arête 
de rebroussement et les n courbes se changeront en courbes 
planes telles que la transformée de l'arête de rebroussement 
sera la courbe des pôles par rapport à n courbes planes. 

Les courbes tracées sur la surface et les courbes planes 
seront liées entre elles par ces conditions, que les rayons vec- 
teurs des courbes planes, les angles qu'ils forment avec les 
tangentes à ces courbes, les aires qu'ils balayent, les lon- 
gueurs des arcs n'auront pas changé, et que les rayons de 
courbure des courbes planes resteront -égaux aux rayons de 
courbure géodésique des courbes tracées sur la surface. D'a- 
près ces considérations, l'étude de ces dernières courbes est 
ramenée à l'étude des premières. 

176. Problème V. — Connaissant [fig, 67 ) la loi d'après la- 
quelle n courbes tracées sur une surface développable sont 
conjuguées suivant leurs rayons vecteurs comptés sur une tarv- 
gente à V arête de rebroussement à partir du point de contact, 
trouver la loi d'après laquelle les tangentes à ces courbes sont 
conjuguées entre elles* 

Conditions du problème, — Soient les n courbes planes 
correspondantes , rapportées à la courbe plane correspondant 
à l'arête de rebroussement, et soit l'équation 

(F) F(r„ r„. .., r„) = «, 

exprimant la loi d'après laquelle les rayons vecteurs r,, r,,..., r. 
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sont liés entre eux; en représentant par de, da, v l'angle de 
contingence, l'élément d'arc et le rayon de courbure de la 

FIg- 67. 



^, 



<L_â_!V 




courbe des pôles» en conservant les notations déjà usitées et 
en admettant toujours que les lettres dénuées d'accent doivent 
se rapporter à une quelconque des courbes conjuguées» on a 
les équations suivantes : 



(i) cosa = 



rf(r-4-(r) 
ds 



rde 
ds 



dr = (rcoiec—v)de; 



N 



ds = Rde, 



de=^ de — doc, do* = t de. 



Lois analytiques des tangentes. — Si l'on élimine de et ds 
entre la deuxième des équations (i) et les deux premières 
équations (rt), on obtient la relation 



(3) 



doL = (^ô~7 1 j de, 

\Rsina / ' 



ex, en ayant égard à la troisième des équations (i), on obtient 
le rapport de dcc à dr, donné ^ar l'équation 



(4) 



r — Rsina 



doi 



dr R(rcosa — trSina)' 



^Z' 
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or, si Ton différentie Téquation (F) et qu'on élimine les dr 
au moyen des n équations contenues dans le type représenté 
par la dernière des équations (i), on aura la relation suivante : 






rfF V dF 

cota. 



Interprétation géométrique. — Si Ton représente par A le 
point où le rayon vecteur r coupe la courbe s, O son point de 
contact avec la courbe des pôles, et N le point où la normale 
à la courbe 5 coupe la normale à la courbe a, v le centre de 
courbure de celte dernière, n le point, pris sur le rayon vec- 
teur, qui se projette en N sur la normale à la courbe 5, et v^ 
le point où une droite menée par le centre de courbure paral- 
lèlement à N/i rencontre le rayon vecteur, on aura les rela- 
tions 

ON = OA cota, On = r coVa = ON cota; 

d'après cela, Téquatlon (n) s'écrit sous la forme suivante : 

Cette équation donne lieu au théorème suivant : 

Théorème. — .Si n courbes sont conjuguées suivant leurs 
rayons vecteurs comptés sur une tangente à une courbe à 
partir du point de contact y que par le centre de courbure v 
de cette dernière on élève une perpendiculaire au rayon de 
courbure sur laquelle on construise, à partir du point v et 
pour chaque courbe, des longueurs t,F proportionnelles à la 
dérivée de F par rapport au rayon correspondant ^ et que Von 
construise la série des triangles rectangles dont l'un aurait 
une de ces longueurs pour côté de l'angle droit et le seg^ 
ment Nt^ pour second côté, la somme algébrique de ces triangles 
sera nulle» 

1T7. Problème VI. — Les mêmes choses étant données que 
dans le problème précédent, trouver la loi d'après laquelle 
sont conjugués les rayons de courbure des n courbes. 
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Prenons la différentielle de Téquation (n) et éliminons les dr 
au moyen des équations renfermées dans le type fourni par la 
troisième des équations (i) et les da au moyen des équations 
données par le type (4)» on trouve la relation 

ri — 

-f-2(ry cola, - v)[col«, ^ (r, ^) - . J^]. 

dans laquelle les indices i et j doivent prendre toutes les va- 
leurs, depuis I jusqu'à n, et dans laquelle %! est la dérivée de x. 
par rapport à e» ou bien du rayon de courbure de la développée 
de <y. 

Si la fonction F est telle que sa dérivée par rapport à l'une 
quelconque des variables r ne dépend que de cette variable, 
il faut faire Tindice i égal à Tindice j, dans l'équation que nous 
venons de trouver, ce qui permet de supprimer ces indices, 
et l'équation peut s'écrire sous la forme suivante : 

rfF • 

^ R sina ^L ^'^ \ ^^ ) ^^ j 



V [ d [ dF\ rf'Fl 



H-v^ 



^ dr^ ^ dr 



Telle est Téquation qui donne la loi d'après laquelle sont con- 
jugués les rayons de courbure des courbes s, et l'on voit 
qu'elle dépend de la courbe a et de sa développée. 

178. Problème VII. — n courbes sont conjuguées entre elles 
suivant leurs rayons vecteurs d'après la loi 

(F) F(r, -f- 7, r, -f- (j, . . ., r^ -f- <7) = a, 

trouver la loi d'après laquelle les tangentes à ces courbes sont 

23. 
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conjuguées, ainsi que la loi d'après laquelle les rajrons de cour- 
bure sont conjugués entre eux. 

Si Ton différentie l'équation (F) et qu'on élimine les rf(r-+- a) 
au moyen des équations ( i ) du n"" 176) on obtient la relation 



(n) 7 -Tt -x ''COta = o=> -jT : 



ON. 



Si l'on différentie cette dernière équation par rapport à 
(r-h(jj et qu'on élimine les rf(r-i-o-) et les rfa, on aura 
l'équation 



rfF 



1 



R sin'a,- 

rfF 



= > V-i -h > n cota, cotay -;j-. ; — r n^-r- — ; 

si la dérivée de F par rapport à Tun quelconque des binômes 
(r-^ <t) ne dépend que de ce binôme, on a 

rf r rfF 1 rfr rfF rf^F 

rf(r-f-0"jL d{r-\-(ï)\ dir-^ a) d{r-h d) d{r-\-(j) 

et les équations ( i ) donnent 

« 

rfr V cota — r r 



rf(r-f-o-) t'COta t cota 

on aura donc la relation suivante : 

rfF 

^''"d(r^fj) Vol ^F . , ^'^ 1 

7 o . a ' =7 cot'a zr-T} + r» ,, r^ 1 

(R) IaJ Rsm^a Zà L d{r~h(T) rf(r-hcr) J 

(r — t. cota). 



1 



rf(r-h (7) 



que Ton peut écrire sous la forme suivante, en représentant 
par Att (Jig. 67) une troisième proportionnelle à N et la pro- 
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jecUoD de R sur le rayon vecteur : 

rfF V. ^ ... ^ . rfF 



Vatt ., , =y(3.0n-f-OA-Ot>.):77^ 

^ rf(r4-(j) Za ' d{r 



4- > r.O/i ,; :=»' 

Z^ Û?(r-+-<J) 

si l'on remarque que Ton a 

Oi>i = Oh cota, Oti = On — nt^i, 

cette équation devient 

L'équation (n) conduit à un théorème analogue à celui du 
n^ 15iii<, et réquation (R) à un théorème analogue à celui du 
n« 155. 

Extension de la méthode précédente» — Soit S' l'origine 
de l'arc a terminé au point de contact 0. Si l'on développe 
l'arc S'O de manière à le ramener sur la tangente au point 0, 
l'extrémité S' décrira une développante [a) de la courbe c. 
D'après cela, on voit que les n courbes conjuguées par rap- 
port à la courbe des pôles, d'après la loi F n= a, sont con- 
juguées par rapport à la courbe (a) par la condition que les 
segments ou rayons vecteurs /7i, /72,. . ., interceptés sur une 
normale quelconque à la courbe (o*) par les n courbes 5,, 
^39 • . • > Snf sont conjugués d'après la loi 

F(pi, p^y . .9 pn) = a; 

on a donc la solution de la nouvelle question suivante : 

Problème YIII. — Étant donnée une courbe (o*) et n courbes f , 
si les segments pi, pty* » ', pn interceptés sur la normale à la 



• 
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première courbe par les n autres courbes sont conjugués d'après 
la loi 

^{pi> P»»- ••» P») = «> 

■ 

trouver la loi d'après laquelle les tangentes à ces n courbes 
sont conjuguées entre elles, ainsi que la loi qui lie leurs rajrons 
de courbure, 

. La construction de la tangente et du centre de courbure de 
l'une des courbes, quand on connaît la tangente et le centre 
de courbure des autres courbes, est aussi donnée par les for- 
mules du numéro précédent. 

179. Application des formules précédentes. — i* Soit 

F = 2(r-h<7)r=û. 

La formule (n) du n"* 178 devient 

2 r cota =r o, 

et conséquemment 

(n) 20N = o, 

et la formule (R) du même numéro prend les formes sui- 
vantes : 

> 5--T-r- = > -^-r- ^-> '•COl'a— \i^COta; 

donc, si Ton se reporte à \9ifig. 67, on aura les relations sui- 
vantes : 

2A7r = 2A/i -f-20/i — XOi^k, 2/*7r = 20ii — Ov, =2/it,,, 
(R) 2ii7r — 2nt', = 0. 

On déduit des relations [h] et (R) une construction facile 
de la normale et du rayon de courbure d'une des courbes con- 
juguées au moyen des normales et des rayons de courbure des 
autres courbes. 
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2** Soil 

dans laquelle ^indique un logarithme. 

Si Ton remarque que S' 6 est la sous-tangente de la courbe s 
rapportée à la courbe ( o*) et que OT est la sous-tangente de la 
courbe s rapportée à la courbe a, on a la relation 

I AO 



S'Ç — OT.AS" 
d'après cela, Téquation (n) prend les formes 



1 



r 
- cota = o, 



in) 

24 S'S "Zj OT. AS' ""2^ AS' ~'2d A5 "" ^' 
L'équation (R) du n"" 178 devient 

} ^Êà K sin^a d-f- r 

^ ^ 2rcos^a V'r — itcota Yj^ r» cora 

^ (r-t- (T)sin'a ii r-\-(i Zu^r -^ (7^^ 

lesquelles donnent la construction de la normale et du rayon 
de courbure de l'une des courbes conjuguées au moyen des 
autres courbes. 

180. Problème IX. — n courbes sont conjuguées par rapport 
à un pôle O d'après la loi 

F(r,a, rxoci,. . ., rn(Xn) = a; 

trouver la loi d'après laquelle sont conjugués les rayons de 
courbure et les rayons vecteurs. 

!• Si l'on différentie l'équation F, et qu'on élimine les dr 
et les daf on aura l'équation 

V rd¥ , ,\^ d¥ f r \ 
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OU bien, en se reportant à \ifig. 67, les deux relations 
V «'F «»T V «/F /AN \ 

(R.) 2rfrX0N-^2^ÂR=°' 

qu'il est facile d'interpréter géométriquement. 

Les équations (R), (Rt) donnent la loi d'après laquelle les 
rayons de courbure des lignes «i, «„ . . ., 5» sont conjugués. 

a® Si, dans l'équation F (riat,... 9 r, a„) = o, onporte r»ai,..., 
r».ia-.i, tirés de l'équation des (n — i) courbes connues en 
fonction de l'angle o) que la ligne des rayons vecteurs faii ayec 
l'axe OoTy on a une équation de la forme suivante : 



or on a la relation 



<p(&), r„a,) --o; 



dfn 

= t;ota„; 



Tndtjli 



si l'on élimine a„ entre ces deux équations^ on aura une équa- 
tion de la forme 



•^("' '•"£)="' 



qui, étant intégrée, donnera l'équation de la n'*"^ courbe. Cela 
posé, si l'on porte les a en fonction des r correspondants dans 
réquation F, on aura la loi d'après laquelle les rayons vecteurs 
des courbes 5„ 5,,. . ., «„ sont conjugués. 

Remarque. — Un terme quelconque des équations (R) de 
ce Chapitre ne dépend d'un seul indice que lorsque la fonc- 
tion F est telle qu'une quelconque de ses dérivées ne dépend 
que d'une seule variable. La fonction /du n° 100 a été sup- 
posée satisfaire à cette condition, comme l'indique la forme 
de l'équation des rayons de courbure de ce numéro. 



»•— ■ 
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LIVRE III. 

DES COURBES RAPPORTÉES A DES COORDONNÉES 

QUELCONQUES. 



I W < 



CHAPITRE PREMIER. 

DES COORDONNÉES EN GÉNÉRAL. 



181, Coordonnées d'un point, — La définition d'une courbe 
donne une relation entre un point quelconque de cette courbe 
et une ou plusieurs grandeurs géométriques^ appelées para- 
mètres. La variation d'un paramètre déterminé p donne une 
série infinie de courbes qui occupent toutes* les positions 
possibles ; si Ton se donne une seconde courbe dépendante 
d'un paramètre pi, on aura une seconde série de courbes 
en donnant à pi toutes les valeurs possibles; un point quel- 
conque du plan qui contient ces deux séries de courbes sera 
déterminé par l'intersection de deux courbes correspondant 
à des valeurs déterminées de p et de pi. Ces deux valeurs sont 
les coordonnées du points et les deux familles de courbes (p) 
et (pi) forment un système de lignes coordonnées. Générale- 
ment, l'angle sous lequel se coupent les lignes coordonnées 
n'est ni droit ni constant : il varie avec la position du point, il 
est une fonction des coordonnées p, pi. 

182. Problème des coordonnées. — Soit un point assujetti à 
parcourir une courbe quelconque située dans le plan des coor- 
données; si l'on étudie les diverses positions de ce point dans 
le plan, les déplacements de ce point ont des liaisons néces- 
saires avec les déplacements des lignes coordonnées; il en 
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résulte des relations entre les tangentes» les courbures de la 
courbe et les tangentes» les courbures des lignes coordon* 
nées, et, plus généralement, entre les éléments de la courbe 
et les éléments correspondants des lignes coordonnées. Le 
problème des coordonnées curvilignes consiste à faire con- 
naître ces relations, qui, au point de vue géométrique, sont 
des théorèmes importants de la Géométrie des courbes, et, au 
point de vue analytique, sont des formules précieuses de 
transformation des variables. 

183. Tangentes aux lignes coordonnées. — Paramètres dif- 
férentiels. — Si Ton considère (fg* 68) sur la ligne p» de la 

Fig. 68. 




série (pi) deux points infinimentToisins A, B correspondant aux 
valeurs p et p +£fp de deux courbes de la série ( p)» la direction 
de la corde AB qui joint ces deux points donne la direction 
de la tangente de la ligne pt, et cette corde donne la longueur 
de Tare de la courbe pi compris entre ces deux points ; si l'on 
appelle da cet arc, il aura en chaque point un rapport fini 
avec dp, puisque da^ et dp sont des infiniment petits du même 
ordre; donc, en représentant par H ce rapport, et en opérant 
de même sur la courbe p dont l'élément sera appelé dat et 
le rapport de dai à dpi sera représenté par Hi, on aura les deux 
relations suivantes : 



(«) 



rfo- = H rfp, rfo-i = H, dpi ; 



les grandeurs H et Ht sont appelées paramètres différentiels 
des lignes coordonnées. Nous représenterons par </«, dt, ou bien 
par d^y df^ les différentielles partielles par rapport à p ou à pi, 
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la lettre d indiquant une différentielle coqaplète, de sorte que 
Ton a d = do-^- di symboliquement. 

L'angle 9 des lignes coordonnées sera l'angle des deux élé- 
ments d(T9 ddxj ou bien des deux normales dn, dux aux deux 
lignes coordonnées. 

Un chiffre entre parenthèses, placé à droite d'une équation, 
indiquera le nombre d'équations qu'elle contient et qui s'en 

déduisent par la permutation des indices. 

• 

184. Be la courbure propre et de la courbure inclinée des 
lignes coordonnées. — L'angle I de deux tangentes à la courbe da 
menées par les deux extrémités de cet élément est V angle de 
contingence propre de la ligne rfo-, et l'angle J des deux tan- 
gentes aux courbes infiniment voisines de l'autre série menées 
par les extrémités du même élément da est l'angle de con- 
tingence inclinée du même élément, suivant les tangentes aux 
courbes de l'autre série; le rapport de l'angle I à l'élément rfo- 
est la courbure propre de la ligne da, et le rapport de l'angle J 
à d(j est la courbure inclinée de la ligne rfo- suivant la courbe ddx, 
La direction de ces deux courbures est donnée par l'arc de 
cercle infiniment petit qui mesure les angles I et J. Les rayons 
de courbure propre ou inclinée des lignes coordonnées sont 
donc connus en grandeur et en direction. Nous représente- 
rons par R, R, les premiers et par L, Li les seconds. D'après 
cela, si nous nous reportons au problème du n® 53, relatif à 
la développée oblique d'une courbe rfo-, suivant l'angle va- 
riable cp des lignes coordonnées, le rayon tangentiel r de cette 
développée oblique est perpendiculaire au rayon de courbure 
inclinée L de la courbe rfo-, et, de plus, ces deux rayons sont 
liés entre eux par la relation 

/ X sin© I 

185. Des composantes obliques des courbures propres ou 
inclinées des lignes coordonnées* — On est souvent conduit à 
composer ou à décomposer deux courbures suivant la règle 
du parallélogramme des forces; voici comment se fait cette 
composition : 
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Composition des courbures» •— Soient {fig. 69) deux coor- 

Fig. 69. 




bures r^ 9 ^ appliquées au point A suivant les directions AB, AC ; 

supposons que ces deux courbures, que nous représentons 
par ABo AC^ aient été composées en une seule AD, suivant la 
règle du parallélogramme des forces. Si du point Bi on élève la 
droite BlF égale au rayon de courbure R, perpendiculaire à ce 
rayon et du même côté que l'angle ABiD, et aussi la droite Bi£ 
égale au rayon de courbure oblique L, perpendiculaire à la 
direction de ce rayon et du même côté que l'angle DB, A, et 
qu'on mène des points F et E des perpendiculaires à ces deux 
droites, elles déterminent les points A et D; joignons AD; 
l'inverse de la perpendiculaire abaissée du point Bi sur AD 
sera égale à la résultante des deux courbures et perpendicu- 
laire à sa direction. En effet, d'après la relation qui existe entre 
les trois hauteurs du triangle A Bi D, on a 



(3) ' ' • '^^'^ 



Bi G Bi Ë Bi E 



B.FXB,E 



3»^ 



or, d'une autre part, les côtés du triangle ABiD sont inverse- 
ment proportionnels aux hauteurs correspondantes; de là 
résulte que ce triangle n'est pas distinct du triangle des 
forces. Donc les courbures se composent comme les forces. 

Ce théorème fournit donc le moyen de calculer les cour- 
bures et réciproquement. 

Composition des angles de contingence. — Puisque l'on 
passe des courbures, soit propres, soit obliques^ d'un arc aux 
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angles de contingence correspondants en multipliant ces cour* 
bures par l'élément de la courbe dtr, toute équation homo* 
gène qui existera entre les courbures d'un arc existe aussi 
entre les angles de contingence correspondants; de là résulte 
que l'on peut composer et décomposer les angles de contin- 
gence, soit propre, soit inclinée, d'un arc suivant la règle du 
parallélogramme des forces. 

186. Composantes obliques des courburet suivant les arcs 
coordonnés. — Soient ~? -7; — i -r les composantes obliques 

des courbures „« ô~' d'après la règle du parallélogramme des 

forces, suivant les arcs coordonnés; soient 7* 7^- 7' / '^s 

composantes des courbures f» j-^ suivant les mêmes arcs; 
on a les relations 

,,, I sîno sino i sîno i , ^ 

^' R t,cos9 v' L fcos9 /cosç ^ ' 

De même, si l'on représente par i, f; /,, f, les composantes 
obliques des angles de contingence I, It, suivant les arcs coor- 
donnés das d<Ttf et par jf',/; jf'i, /, les composantes obliques, 
suivant les mêmes arcs des angles de contingence inclinés J, Ji, 
on aura les relations 

{4') I=— I = i'sin(p, J = — / =/sino. (a) 

^^ ' COSQ •' C0S(p •' ^ ^ 

187. Variation de rangle des lignes coordonnées. — Par les 
extrémités A, C de l'arc da {fig. 70), menons des tangentes à 
cet arc, ainsi qu'aux deux arcs de l'autre série de coordonnées 
qui passent par ces points, nous formons un quadrilatère dont 
les angles sont <p, 180 — I, 180 — 9 — rf,©, J; or la somme de 
ces angles est égale à 36o degrés; on aura donc la relation 

(5) rf.9=:J — I, (a) 
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et» en divisant par dv, on aura la relation fondamentale 

<=■' '^ = £-r . "I 

Elle n'est pas distincte de celle que nous avons trouvée dans 
les systèmes tangentiels de coordonnées (Chap. III, n** W). 

Ces formules sont générales, pourvu que les angles J et I 
soient comptés positivement ou négativement» suivant que les 

Fig. 70. 




parallèles menées du point A à la tangente BC et à la tan- 
gente CD se trouvent d'un côté ou de Tautre» la première par 
rapport à la tangente AB» la seconde par rapport à la tan- 
gente AD. 

188. Expression de l'angle de courbure d'une courbe coor- 
donnée dQ en fonction des variations des arcs coordonnés. 

Problème.— Un point quelconque A (fig. 7 1 ) d'une courbe de 
subit un déplacement AB dans une direction donnée par une 
certaine loi, de telle sorte que le lieu des points B est une cer- 
taine courbe; trouver l'expression de V angle de contingence I 
en fonction de la variation de l'arc d(T et de la variation du 
déplacement AB. 

AE» EA' sont deux tangentes infiniment voisines à la 
courbe dtr; A'N est perpendiculaire à A'E, A'Mi à AE; AT est 
parallèle à AB; /m est le cosinus de l'angle EAB; dai est le 
déplacement AB; A'B' le déplacement infiniment voisin; 
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di représente la variation. Cela posé, les deux triangles A' ME, 
MiA'N donnent 

VM _ M. N _ M. B ~ B N _ M.T-f- FB^- NB^ , 
^"^^ A'E "~ A'N "" AN ~" AN ' 



or 



M, r =r — |:xrf(x., TB' = - rf, rf(7, 
NB'=:— iiddx — d9{iJ.dcri)j A'N=:rfo-, sin9; 



substituant, on a 

(6) -1 = 



did<T — do{[jLdcri) 
d(Ti sin(p 



Cette formule est tout à fait générale et se rapporte à un 
déplacement d(7t quelconque; on peut donc admettre que ce 

Fig. 71. 




déplacement est l'arc de courbe coordonnée d compris entre 
deux courbes infiniment voisines de la série (c}. 
On pourra donc écrire la formule précédente sous la forme 



(6') — sinç 



dp dp 



\ I d l d(T\ d I 



d(Tx 

dp, 



(a) 



Si le déplacement d^x est parallèle à une direction fixe, par 
exemple à Taxe des x^ on aura les relations 

dx 
rf, rfo' = o, cos9 = — » rfo", = rfjr = rfpi. 
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et la formule deviendra 

cosfR, rf^) flf /dx\ dp 

E ''d'p\d^)W ^""^ 

laquelle donne l'angle que le rayon de courbure fait avec Taxe 
des x; on trouverait une formule analogue pour Taxe des j. 

189. Expression de la courbure inclinée d'une ligne coor^ 
donnée suivant Vautre ligne, — Si dans la formule (6^) on 

remplace ^r par sa valeur tirée de la formule (5'), on aura 

(7') rf(x, -y- sincp^roççrforf^i — û'irfo". (2) 

On déduit de l'équation (6') que» si la série (pi) des lignes 
coordonnées se compose de lignes droites» l'autre série se 
composant de lignes quelconques, on a l'équation 

(6'') </, rfcr = rf,(cos©rf(x,). 

Donc, si la série (pi) se compose de lignes droites, les varia- 
tions par rapport aux paramètres réciproques de Télément de 
l'arc d'une ligne de la série et de la projection de l'élément 
d'arc de la ligne de l'autre série sur la première sont égales. 
La formule (7') peut aussi s'écrire sous la forme suivante : 

, , - cosd^d(Tx — rfi rfa , . 

^' flo", sinç ^ ' 

Les formules (6) et (7} sont fondamentales : elles renferment 
de nombreuses propriétés, que nous développerons dans le 
courant de ce Chapitre. 

190. Variations des arcs coordonnés. — Si l'on résout par 
rapport à d, dtTx et dy da les deux équations contenues dans le 
type ( 7 ), on a les deux relations contenues dans le type sui^ 
vant : 

(8) — SÎn 9 derfo", = J, rior -h J COS 9 ^(T,, (2) 



(8") -d.d<,,= ^^^; (2) 
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OU bien dans le type 

(8') — sin(^ do dfTi = ( -^ -h ^^jdaddx; (2) 

or, si Ton représente par d(û Taire du quadrilatère dont les 
deux côtés contigus sont da, rf<x„ et par •=■> r- les projections 

orthogonales de la résultante des courbures -p» j- sur la direc- 

tion de ces courbures, la variation de l'arc est exprimée d'une 
manière aussi simple que significative par le type suivant : 

d(ù 
X sin'(p 

si Tangle f était constant, on aurait 

(8") _rf.rf,. = (i. + £££î)^'; (,, 

' \Ri K / smcp ' ^ ' 

si cet angle était droit, on trouverait 

(8-^) —d.d(ix = -^, (2) 

Enfin si, de plus, la série des lignes (p) était composée de 
lignes droites, la formule précédente donnerait la relation 

rf, d(Ti = o, 

laquelle signifie que, la variation de Tare J<7i étant nulle par 
rapport à p, l'élément dai sera le même pour toutes les valeurs 
de p; ce qui conduit à ce théorème connu : 

Les trajectoires orthogonales d'un système de lignes droites 
interceptent sur ces lignes des longueurs constantes, 

La réciproque de ce théorème est également vraie; car si 
les lignes d'un système coupant orthogonalement les lignes 
d'un autre système interceptent sur celles-ci des longueurs 
constantes, leurs variations sont nulles; donc l'équation (8'^) 

prouve que ,r- est nul pour tout point d'une de ces lignes, et 

lit 
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que, par conséquent, ce sont des lignes droites. Ces propriétés 
ont déjà été démontrées dans la théorie des développées des 
courbes. 

191. Variation des angles de contingence propres ou incli- 
nés des lignes coordonnées. — On a les deux relations 

si Ton différentie la première par rapport à pi et la seconde 
par rapport à p, en ayant égard aux formules (8"), on trouve les 
deux équations contenues dans le type suivant : 

(9) rf.i==rf,rf..[^(i.)_^^]. (.) 

£n opérant de même sur les deux relations 

on obtiendra les deux formules contenues dans le type 

(.0) ''.J = ''-''-■ [^(Ê)-E5^]-, i-) 

si les coordonnées se coupent sous un angle constant, on aura 



( 



9') .■'.• = """{k (s) -jûb(K*T)^ <•) 



' enfin, si Ton représente par ^' une fonction quelconque de 
Tangle des coordonnées (p, on aura généralement dans le cas 
de f quelconque les formules 

' ''■<'-«=<"^'.K(l)-E&î}) 



^• M > 
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CHAPITRE IL 

DES LIAISONS ENTRE LES VARIATIONS DES COURBURES. 



192. De la double variation de l'angle des lignes coordon^ 
nées. — Nous avons trouvé'les deux équations 

Si Ton prend la variation de la première par rapport à pi et 
celle de la seconde par rapport à p, on obtient 

de là on conclut les deux théorèmes suivants : 

i'* La double variation de l'angle des lignes coordonnées 
est égale à la différence des variations des angles de contin- 
gence propre et de contingence inclinée d'une courbe coor-- 
donnée par rapport au paramètre correspondant à cette 
courbe. 

• a° Les sommes des variations de l* angle de contingence 
propre d'une courbe et de l'angle de contingence propre de 
sa conjuguée par rapport aux paramètres correspondant à 
ces courbes sont égales. 

193. Propriété de l'octogone infinitésimal des tangentes. 
— Menons des tangentes (Jig. 72) aux sommets du quadrila- 
tère curviligne formé par deux courbes d'une série infîniment 
voisines, coupées par deux courbes de Tautre série infiniment 
voisines; on obtient ainsi un* octogone rectiligne dont la somme 
des angles est connue; or, si Ton remarque que les angles de 
ce polygone sont 

9, TT — I, TT — cp — t)o T# I "+- <>o I -+- TT, 

cp -h Dcp, I 4- <)| I -f- TT, TT — 9 — - D, (jp, TT — I, 

24. 
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et que la somme des angles de ce polygone est égale à autant 




de fois deux angles droits qu'il y a de côtés moins deux dans 
le polygone, on aura 

si Ton développe les variations négligeant les infiniment petits 
du troisième ordre, on trouve 

(2) — rfcrfi 9 = û^«Ii -+- rfil; 

si Ton a égard aux équations (i), celte formule conduit à la 
relation suivante : 

(3') rforft<p = rfoJt -î- diJy 

eXf conséquemment, 

( rfo(J. + I.)-+-rf.(Jt-+-I) = 0, 
^^ 1 rf,(J»-I,) + rf,(J ~I)==2rf.rfi9. 

194. Conséquences et transformations. — On déduit des 
deux formules précédentes ce nouveau théorème : 

3^ La double variation de l'angle des lignes coordonnées 
est égale à la somme des variations des angles de contingence 
propre, ou des angles de contingence inclinée suivant leurs 
paramètres réciproques. 
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Si les lignes coordonnées se coupent sans angle constant, 
les formules (3) et (3'} deviennent 

d^li -h dil = o, d, J, 4- rfi J = o. 

Donc on a la proposition suivante : 

k^ Dans tout système de coordonnées curvilignes à angle 
constant, la somme des variations des angles de contingence 
propre ou des angles de contingence inclinée, suivant les pa- 
ramètres réciproques, est nulle. 

Si une série (pi) de lignes coordonnées se compose de lignes 
droites» on a Téquation 

— dodtf = d» I, 

laquelle conduit à la propriété suivante : 

5** Si deux séries de lignes coordonnées sont composées de 
lignes droites, la double variation de l'angle des lignes coor- 
données est égale à la variation de V angle de contingence des 
lignes de Vautre série, suivant le paramètre réciproque* 

Si Ton rapproche la deuxième des équations (2) de la pre- 
mière des équations (4)9 on trouve ies deux équations 

^ i dj -i-rf«I, = 0, 

^ ^ ' \ rfoJ.-4-rf.I =0, 

qui conduisent au théorème suivant : 

6® La somme des variations de l'angle de contingence d'un 
arc et de V angle de contingence incliné de Varc conjugué 
par rapport aux paramètres réciproques est nulle. 

• 

195. Applications. — Problème. — Trouver les conditions 
pour qu'un système de coordonnées jouisse de cette propriété, 
que la somme des variations des angles de contingence des 
lignes coordonnées soit égale à une fonction donnée 

F(pp,)rfprfp,. 
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L'équation (2) donne 

Cette équation aux différences partielles a pour intégrale 

?=/(p)+/i{pi)— / dp f *F(pp,)rfp., 

et l'on voit que la forme de l'angle f , qui donne la somme des 
variations des angles de contingence égale à zéro, est 

9=:C0nSl.Hr/(p)-+-/i(p,). 

Ainsi, pour que cette somme des variations soit nulle, il n'est 
pas nécessaire que l'angle 9 soit constant^ il suffit qu'il soit 
égal à la somme de deux fonctions ne contenant chacune que 
l'un des deux paramètres p ou pi. 

196. Généralisation des formules précédentes. — Représen- 
tons par ^ une fonction arbitraire de l'angle <f et par ^' sa 
dérivée par rapport à l'angle 9; multiplions les formules (i) 
par ^, et différentions la première par rapport à pi et la seconde 
par rapport à pi et ajoutons, nous trouvons les relations sui- 
vantes : 

[2] rf. rf. ij; = rf. [^'( j ~ I)] = rfo Wih - 1.)]; 

d'une autre part, posons pour abréger 

1 I sin9 

les deu( équations (5) donneront les deux relations suivantes : 

[5] { 
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si l'on combine ces équations avec les relations [2], on ob- 
tiendra les formules 

rf. ( 4/' I ) + </, ( <};' I , ) = ï rf« - </. </i + . 
[3] { ft 

rf, ( (j;' J ) 4- rf, ( 4^' J. ) = Ç rfw H- rf. rf. <j/ , 

auxquelles il faut joindre les deu^ équations résultantes 

( rf. [^'{J - I)] -4- t/.[^'(J. - I.)] == 2rfo rf. +, 
'■^^ j rf. [+'(J + I)] -f- rfo[+'( J. -^ 1.}] = 2 Ç rf«. 

Par suite de Tindétermination de la fonction ^ de l'angle 9, 
le nombre des formes auxquelles conduisent les formules pré- 
cédentes se trouve infini ; nous verrons plus tard qu'il en est 
de même du nombre des théorèmes de Géométrie qui en sont 
la conséquence. 

197. Relations entre les équations des courbures des lignes 
coordonnées.— Portons dans les équations (3) et (3') les varia- 
tions des angles de contingence propre ou inclinée des lignes 
coordonnées données par les formules (9) et (10) du Chapitre I> 
nous trouvons 



^^'^ c/(T. VR/"^ ^^ Uij sincp \R^ "^ R.^/ 



d ( i\ ^ d ( I \ I /i , i\rf, rf, 9 

dadai * 



^ ^ d(Ti\L) d(T\Lxj sin9\LX L|X,/ rfcddi 
La première équation peut s'écrire sous la forme 

d (i\ _^ /j_\ I / ' ^ 2cos9 \ 

5ï; \R j "^ di \rJ "" sin9 \R^ l RJ "*" "MT/ 

^9 /i cos9\^ ^91 Ij^ cos9 \ ^ rf, rf»9 

\R ■*" "rT/*" sin 9^/(7, VRl "^ "X"^ 



-^-i — r-^ =0, 



sin9d(j \R R, / sin9rf(XiVl^i R / dirdai 
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et la deuxième s'écrira sous la forme 

d [ i\ d I i\ I / T j_ 2 cos<p \ d]d.(^ _ 

rfôl \L/ d(7\Lt) sinç \L' L] LL, / û^o-rfo-, """ 

Si l'on porte les variations des angles de contingence propre 
ou inclinée des lignes coordonnées dans les formules (5), on 
trouve 

198. Formules générales. ^ Portons dans les équations [2] 
et [3] du n? 196 les variations des produits tels que l^y Jij/' 
donnés par les formules (i i) du Chapitre I, nous trouvons : 



[?'] 



A 

da 



MhU^) 



4»' / I , I \ d^dx^ 4'"sin9 

+ "j ; — ) 



sin(p \RX R|X,/ ddddi K 



\ 



'\>'\ d (<\>' 



[3'] 



d(7t \ L / rfo" \ L, 

4' /_i_ l\ _ d,dt^ _ 4>''sin9 

sin9 \LX L|X,/ rfcrfo-i ~" K 



qui, malgré leur généralité^ n'en affectent pas moins une forme 
tout à fait simple. 

199. Discussion des formules précédentes. — i® Si les deux 
séries des .lignes coordonnées se composent de cercles, les 

courbures ^9 ^ sont constantes, et la [formule (2') donne la 
relation suivante : 



dddcTt sincp \RX RiXi 
2« Si l'une des deux séries, la série (pi)se compose de lignes* 
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droites, on obtient Téquation 



da \Ri/ sin<p R, Xi 



dadcTt 



3*> Si les coordonnées se coupent sous un angle constant, 
on a la formule 

d<Tt\K) d<T\l^J sincpVR' KJ RR. j 

4** Si la série (pi) se compose de cercles et la série (p) de 
lignes droites, on a la relation 

RÀ sin(p daddi 



laquelle revient à la suivante : 

rf«rf, 9 I I /rf„<p d,(p 



') 



200. Relations entre les variations des arcs coordonnés. — 
Portons dans les formules (2) les valeurs de I, Ii tirées des 
équations (6) du Chapitre I, nous obtenons la formule sui- 
vante : 

1 // r ^i d(T— do(d(Ti cosy) "] 

i , r^orfo-i — rf.(rf<xcos<p)"l , , 
\ L ao- sinç J ^ 

que Ton peut écrire sous la forme suivante : 

, / cosy //e ddi — d^ d(T \ , r rfp rfq-, — rf, (rfci cosy ) 1 __ ^ 
^ ^ '\ rf(j, siny / •L û^ffsiny , J 

I*» Si une des deux séries, (p,) par exemple, se compose de 
lignes droites, on obtient la formule 

J rd^ddi — rf,(rf(7Cosy)n , , 

rfo ^— -r — — rfo rfi y =^ o ; 
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or, par suite de l'équation (6) du Chapitre I, on a 

di da — rf, (rf^i cosç ) = o, 

et, en ayant égard à cette relation, l'équation précédente de- 
vient ^ 

dljdat siny) _ 
d^ ^""^ 

dont l'intégrale est 

^sin(pi=p/(p.) + A, 

/étant une fonction arbitraire et A une constante: telle est donc 
la forme de la fonction qui représente Tare orthogonal; c'est 
ce que Ton voit directement (Jig. 73); car, si l'on appelle p la 




longueur de l'arc et de l'angle compris entre deux droites infi- 
niment voisines, on a l'expression 

d(7i sincp = pde; 
or 

rfs— /(p,)rfp,. 
Donc : - 

2° Si les deux séries de lignes coordonnées sont rectilignes, 
l'équation (2'') se réduit au terme unique 

rf, rf, (p = o, • 
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dont rintégrale est 

9r=F(p)-f-F,(pO, 

F et Fi étant deux fonctions arbitraires, la première du para- 
mètre p et la seconde du paramètre pi ; telle est donc dans ce 
cas la forme de l'angle des lignes coordonnées. 

3^ Si les deux lignes coordonnées se coupent sous angle 
droit, on trouve la formule connue 

rff rfc dl d(Tx 

d(Tt d(T 

201. Formules générales. — Portons dans les formules [3] 
les valeurs des angles de contingence I, li donnés par les for- 
mules (6), nous obtiendrons l'équation 

, r_i!_ dida — d^idffi cos9)"| 
Lsincp d(Ti J 

j r ^' do dai — dx(d(T cos<p)'] \L"d(ù , , , 

Lsincp d(Ti J K ^ 

laquelle se rapporte à toutes les formes de la fonction ^, 

Dans le cas où les deux séries de lignes coordonnées sont 
des droites, elle se réduit à l'équation binôme 

dodi^:=r^^ 

d.di^ = rd^d^.[-^^--^)' 

202. Des quadrilatères curvilignes. — Considérons {fig^ 74) 
le quadrilatère curviligne déterminé parles lignes p^*^, p^*^ de la 
série (p) coupées par les lignes p^^\ p[^^ de la série (p» ); ce qua- 
drilatère jouit de propriétés géométriques que nous allons 
démontrer. 

Intégrons les deux membres des équations [3] deux fois de 
suite : une première fois par rapport à p et entre les deux 
courbes de la série (p) que forment les deux côtés opposés du 
quadrilatère, et une seconde fois par rapport à pi, entre les 
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dem coarbes de la série f p. ) qui forment les dem autres côtés 
opposés; si nous représentons par A, B, C, D les quatre angles 



n«- 


74. ^ 


/ 




S-^^ 






c 


^^^^"^ / 


r 


.... . 


f 
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^ — "^ 


1 ^ 


^^--^A 




_,y''^ , 
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C ! 
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• 1 

-.W 


1« 


? 


P 



da quadrilatère et par da^ ô~' F l'arc, la courbure propre et 

la courbure inclinée d'une quelconque des lignes qui limitent 
le quadrilatère, on aura les deux relations 

dans lesquelles le signe f des derniers termes s'étend à tout le 
contour, et l'indice i doit être posé égal à zéro ou à l'unité, 
suivant que l'on intègre le long des lignes de la série pi ou 
de la série p. 

Si le quadrilatère est rectiligne, les intégrales contenues 
dans le dernier terme de la première sont nulles, et l'on a 






K 



= ^( A) - ij;(7r — B) -r- q;(C) — +(7r — D), 
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203. Remarques sur ces formules, — i" Il importe de bien 

saisir le caractère géométrique de ces équations : il consiste 

V 
en ce que l'élément ^ dcù, étendu à toute la surface du qua- 

drilatère, dépend seulement, lorsque le quadrilatère est rec- 
tiligne, des quatre valeurs que^ prend la fonction ^ pour 
chacun des angles du quadrilatère ou de leurs angles complé- 
mentaires, et, lorsque le quadrilatère est quelconque, cet élé- 
ment intégral surpasse les mêmes valeurs d'un terme complé- 
mentaire égal à l'intégrale de -^ J^' ou de -7-' J^' étendue à 

tout le contour. 

a*» Il suit évidemment de là que l'on a le moyen de calculer 
l'intégrale définie double formant le premier membre des 
équations précédentes, sans pratiquer aucune intégration si le 
quadrilatère est curviligne. Ainsi, par exemple, dans le cas 
où la fonction ^(f) est log sintp, on a 

C n ^ ï \d(rd(Tt , sInAsinC ^rfo-/ 

J J (,RR; ~ le; j lîïï^ == ^^« sinB sinD "^ j R7 '^'^- 

Si l'on fait ^(<p] égal à f , la valeur de ^ étant nulle, l'inté- 
grale double s'évanouit et l'on trouve 

rddi 






ce qui est un théorème évident, puisqu'il exprime que dans 
un quadrilatère curviligne la somme des angles extérieurs unis 
ou inGniment petits vaut quatre angles droits. 
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CHAPITRE m. 

DES PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS. 



204. Nature des paramètres différentiels. — Dans la théorie 
des lignes coordonnées planes, il y a trois quantités qui jouent 
un rôle important : ce sont les deux rapports des arcs coor* 
donnés aux variations des paramètres correspondants qui 
fixent la position du point sur chacune des lignes coordon- 

■ 

nées, rapports que nous avons désignés par H, H, [formule (i) 
du n® 183], et, de plus, la racine carrée du produit de ces deux 
paramètres par le cosinus de l'angle des lignes coordonnées, 
produit que nous désignons par G et que l'on peut appeler 
paramètre angulaire. On a donc 

d(T = 11 dp, rfo-, = H|rfpi, G'=HH, coscp; 

ces trois {Paramètres H, Hi, G sont des fonctions des coordon- 
nées p, pi, lesquelles dépendent de la nature des lignes coor 
donnéel. 

Nous disons que leur rôle est très-important, puisque, lors- 
que ces quantités sont connues, tout ce qui iptéresse la nature 
du système des lignes coordonnées peut être connu par suite 
d'un calcul facile sur ces trois paramètres. En effet, la cour- 
bure propre, la courbure inclinée, les angles de contingence 
propre ou inclinée des lignes coordonnées ne dépendent que 
de ces trois paramètres, d'après les formules (6) et (7) du 
Chapitre II; et il sera évident, par ce qui va suivre, que toutes 
les opérations sur les lignes coordonnées, telles que quadra- 
ture, rectifications, etc., ne dépendent aussi que des expres- 
sions de ces paramètres. 

205. Calcul des paramètres différentiels. — Le calcul des 
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paramètres différentiels peut être fait de deux manières : ou 
bien directement, ou bien par voie de transformation. 

Le calcul direct des paramètres H, Ht, 6 est le plus simple; 
il se fait géométriquement d'après la connaissance des lignes 
coordonnées; donnons quelques exemples de ce calcul. 

Coordonnées hirectilignes. — Soit (fig. 76) un système de 

Fig. 75. 




coordonnées birectilignes, les lignes de la première série pas- 
sant par le point fixe F, et celles de la seconde passant par 
le point fixe F'. Soient p et pi les angles que les lignes de la 
première et de la seconde série font avec la droite fixe FF' 
dans l'intérieur du triangle FAF'; p et pi sont les coordonnées 
du système; soient aa la distance FF' et r, r, les' rayons vec- 
teurs AF, ÀFi. Cela posé, si l'on considère les deux triangles 
infinitésimaux DAF, BAF', on a, en appelant AD, dtr et AB, ddx 
les deux relations 

rfo-rr: rrfpsin(p -4- p, ), rfo", = r, rfpi sin(p + pi); 

or le triangle AFF donne 

r r, 2a 

sinpi sinp sin(p -r-pi)' 

on a donc 

H— 2asinpi, Hi = 2asinp, G'=— 4û'sinpsinpi cos(p-i-pi). 

206. Coordonnées bicirculaires. — Soient [fig- 76) deux 
séries de cercles concentriques : la première ayant F pour 
centre et r pour rayon; la seconde Fi pour centre et n pour 
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rayon; ici les paramètres qui fixent la position du point sont 

Fig. 76. 




r él n; conservons les mêmes notations que précédemment, 

on a 

dai = rdp, da= rtdpt; 

on a, de plus, 

- I Tirfr, , I rdr 



2 arsinp 
Si, pour abréger, on pose 



2 ari smpi 



M» = V( ''-*-''• + 2a)(r-h Ti — 2a)(r— r, -h2a)(r, — r+ 2a), 



on obtient 

- i rndr j I rr, rfri 

2 M' 2 M' 



, COS9 = 



4a* — r* — r\ 



2rr, 



207. Coordonnées rectiligne et circulaire. — Considérons 
{Jig. 77) le système composé de cercles concentriques et de 

Fig. 77. 




droites passant par un même point. Soit F le centre commun 
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des cercles de rayon r, et Ft le point de concours des droites 
formant un angle p avec le prolongement de FFi ; r et p sont 
les coordonnées. 

Conservons la même notation que ci-dessus^ et soit AI l'arc 
infiniment petit décrit entre deux positions de Ti, on a 

sin9 sin(p 

donc * 

, é/r , Tjrfpt 

cos(p, — p) cos(p, — p) 

avec les relations 

r r, 2a 



sinpi sinp sin(pi — p) 

On en déduit 

sincp = - v^r^ — ^a^sin^pi, 

( aarcosp, \ i t irdr 

,d(Tt=:{ r , , == ] dpi, d(T = == . 

\ y r» — 4^' sm'pi / yr' — 4«* sin'pi 

Coordonnées polaires, — Comme vérification de ces der* 
nières formules^ cherchons les paramètres différentiels du 
système de coordonnées polaires; il faut, dans ce cas, sup- 
poser que les points F et Fi coïncident, ce qui revient à poser 
a nul ; on obtient alors 

d(Ti = rdpi, d(T = rfr, cos 9 =:^ o. 

208. Calcul par transformation. — Soient [fig, 74) les deux 
courbes coordonnées données par les (feux équations dans le 
système cartésien 

(2) f{xx) = p, f,(xr) = pt, 

p et pi étant les paramètres dont les variations produisent les 
deux séries de lignes coordonnées. Si Ton résout ces deux 

25 
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équations par rapport à a? et à /, on aura les deux relations 

(3) x = F(p,p.), ^=F,(p,pO. 

Le paramètre pi ne variant pas le long de la courbe pi, et le 
paramètre p le long de la courbe pi, on aura les expressions 
des arcs coordonnés 

^^^ ^rfp'-U^-^^pV"" ' rfp;-rfp; "^rfp;-"***' 

d(T ddi dx dxi dy dyi p, 

^ dp dpi dp dpx dp dpi 

On connaîtra donc les paramètres H, H^ G en fonctions des 
coordonnées p et pi, ce qui est la solution complète de la 
question* 

Elle peut aussi être résolue de la manière suivante. Posons 

(K^ ^^^^h^ ^^^-^h' dpdp^ dpdp,_ 
^^^ dx-^df^^' dx-^ dy^-^'^'' dxdx^ dydy"^' 

équations qui se rapportent aux deux courbes représentées 
par les équations (2); il en résulte que 

(6) cos? = £-, sin9 = ±^ )/h'h',-g'. 

Soit dp le déplacement du point A dans une direction quel- 
conque, ix, àjr étant les projections de ce déplacement sur 
les deux axes des x et des y; si nous prenons la variation de 
la première des équations (2), on a 

Donc, en divisant les deux membres par hds, le second 
membre devient égal au cosinus de l'angle du déplacement Ss 
avec» la normale n à la courbe p; on a donc la formule 

(7) 



dp hcos(n,ds) 
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Si le déplacement is est compté dans le sens de la courbe d(Ti, 
on aura, après avoir opéré de la même manière sqr la courbe/i, 
les deux équations 



dp hs'incf dpx A.sincp 

Si l'on compare les équations (i) aux équations (i'}» on en 
déduira les relations 

(8) HA=H,A.= -A-, 
et, conséquemment, 

(9) U=-=t=, H.r=--=i=, G- ^ • 



on pourra donc calculer les paramètres H, Hi, G au moyen des 
auxiliaires A, A,, g, et réciproquement. 

Appliquons ces formules à quelques exemples; mais, avant, 
remarquons que, l'équation d'une courbe exprimant par voie 
d'égalité une relation entre un point quelconque de la courbe 
et une ou plusieurs grandeurs géométriques, cette courbe 
partage le plan qui la contient en deux régions telles, que la 
relation ne peut être satisfaite par un point quelconque de 
l'une de ces régions, par excès pour l'une et par défaut pour 
l'autre. C'est la première de ces régions qui est appelée région 
extérieure à la courbe, et la seconde région intérieure. Or 
nous convenons de compter les normales à une courbe à partir 
de ce point vers la région extérieure. Cela posé, représentons 
par n une normale infmiment petite à la courbe coordonnée 

Si l'on remarque que les coordonnées de l'extrémité de cette 
normale extérieure à la courbe sont 

^ -4- ncos(n, ^), ^4- ncos(7i, 7*), 

le résultat de la substitution de ces coordonnées dans l'équa- 
tion précédente sera positif; or, en négligeant l'infiniment 

25* 
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petit d'ordre supérieur, ce résultat est 

'^ l'A ^^^^'*' "^^ "^ 5r ^^^^'*'-''^]' 

donc, en y remplaçant les cosinus par leurs valeurs -r^ > ^^> 

on obtiendra le produit nh essentiellement positif, ce qui 
exige que Ton affecte du signe + le radical A. 

Donc, suivant qu'il s'agit de la normale extérieure ou inté- 
rieure, il faut prendre h avec le signe + ou le signe —. 

209. Coordonnées elliptiques homofocales. — Dans ce sys- 
tème de coordonnées, on prend, pour déterminer un point 
quelconque du plan, une série d'ellipses et une série d'hyper- 
boles, homofocales, dont les équations sont 

et dans lesquelles il faut poser 

p>c>p.; 

on en déduit les relations 



(3') cj? = pp„ cy= v'p'— c'v^c'— pî; 

dp ^p'—c"' 4» ^pî — c^' 

et, de plus, on trouve que la valeur de cosf est nulle, ce qui 
revient à dire que le système est orthogonal. 

SIO. Coordonnées elliptiques homocjrcliques. — Prenons 
pour système de coordonnées une série d'ellipses doublement 
tangentes à deux cercles égaux de rayon /, et une série d'hy- 
perboles doublement tangentes aux mêmes cercles ; on aura 
les deux équations, e étant la demi-distance des centres des 
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deux cercles, 

p* p' -— e^ p- — e* p J Pi — ^ Pi — ^ 

et, conséquemmenty les équations (3"^) seront 

on déduira 

rfer»^ (e»-p^)(p»-p;) + /»p; 
£/p» (p» — e')(Éf^— p;)-H-/»e'' 

^^ ' ^ dp] (p^—e'){e^^p])-h-l'e*' 

dd d(Tx l^ppi 

cos© = — < 

dp dp, ^ (p'— e^)(e» — pj)-f-/»e» 

desquelles on déduit la valeur de cos(p, 



. COS<p = 



>/{e'-p\){p'- pî) -f- l'p\ )/(p' - e^){p'-p]) + /'p' 



'Il est bon de remarquer que 2p représente la somme des 
tangentes /, t, menées d'un point aux deux cercles, et spi la 
différence des mêmes tangentes ; on a donc 

211. Éléments des lignes coordonnées en fonction des para- 
mètres différentiels. — Nous nous proposons maintenant de 
calculer les divers éléments des lignes coordonnées en fonc- 
tion des paramètres différentiels. 

Jngle des lignes coordonnées. — Le sinus et le cosinus de 
cet angle sont donnés par les deux formules 

^^^^^Hff' sin9 = gg- v^H4l[--TïS 
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el la variation de l'angle est donnée par la formule 

H i/'-2l\ 

^^-Lidsi. (.) 

j^ire d*un quadrilatère curviligne. — Deux courbes pW, pï^'l 
de la série (p) coupées par deux courbes p^^\ pV^ de la série (pi ) 
des lignes coordonnées déterminent un quadrilatère; Taire U 
de ce quadrilatère a pour expression 






HHic/p</p,. 

pio) 



et, si l'on représente psy^ D une grandeur analogue à la densité 
et variant avec la position du point, et par V une expression 
analogue au poids du quadrilatère, on aura 

./)U1 np[^) 

DHH. </pc/p., 



pH Jp^^) 



212. Expressions de courbures propres ou inclinées. — Les 
formules (6') et (7') des n»* 188, 189 donneront 



v/H'Hî- 
K 


-G« 


du 

dp, 

dH 

-t- 


d 

dp 

G» 


i$) 


y/H'H:- 


-G* 


dH, 



(II) , ' (2) 

dH G» rfH, 

1 1. 1 

dpi HH, dp } 

Nous avons été conduit à introduire les projections ortho- 
gonales -ri r- sur les directions de h, Li de la résultante des 

courbures 7)7-) on aura, d'après les formules (S'^) du Liv. III, 

MU 1j| 

Ghap. I, 

Fariations des angles de contingence propre ou inclinée. — 
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L,es formules (6) et (7) du n" 188 el du n? 189 donneront les 
•expressions suivantes : 




<i3) { ^ -^ ) (2) 



Ces différentes formules établissent surabondamment le rôle 
capital que jouent les trois paramètres différentiels. 

213. De la nature des paramètres différentiels, — Chaque 
système de lignes coordonnées produit un système corres- 
pondant de paramètres différentiels H, Hi, 6; des caractères 
spéciaux appartiennent à chacun de ces systèmes. Ceux qui 
affectent les paramètres H^ H| sont relatifs aux déplacements 
effectués sur les arcs coordonnés, ceux qui affectent G sont 
relatifs à Tangle sous lequel se coupent ces arcs coordonnés. 

Examinons d'abord quelques caractères résultant de la forme 
du paramètre G. Si ce paramètre est nul, le système des lignes 
coordonnées est orthogonal. Cette circonstance se présente 
dans le système polaire indiqué à la fin du n** 207, et dans le 
système de coordonnées elliptiques du n« 209. 

Si le rapport de G' au produit HHt est constant, les lignes 
coordonnées se coupent toujours sous le même angle; cela a 
lieu lorsque les lignes de la première série sont des cercles 
tangents à Tun des côtés d'un angle en son sommet, et que 
les lignes de la seconde série sont aussi des cercles tangents 
à l'autre côté de l'angle au même sommet. 

Lorsque ce rapport est égal à la Somme de deux fonctions, 
l'une du paramètre p et l'autre du paramètre pt, les deux séries 
de lignes coordonnées sont rectilignes. Cette condition est 
nécessaire et suffisante, comme nous l'avons trouvé au n** 200, 
et comme nous l'avons vérifié par un exemple au n® 205. 

Examinons, en second lieu, certains caractères résultant 
des formes des paramètres H et H|. 
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Dans certains systèmes de coordonnées, les paramètres H 
et Hi sont égaux entre eux ; ces systèmes jouissent de pro- 
priétés particulières qui ont été étudiées par M. Liouville. Ce 
cas se présente dans le système de coordonnées bicîrcuiaires 
étudié dans le n<* 206. Si, de plus, la valeur commune de ces 
paramètres différentiels est telle que son carré soit égal à la 
somme de deux fonctions, Tune du paramètre p et l'autre du 
paramètre pi, l'équation différentielle du second ordre de la 
ligne géodésique tracée sur une surface quelconque a une 
intégrale première (*). Ce cas se présente dans le système des 
coordonnées elliptiques, puisque les carrés des deux para- 
mètres différentiels se ramènent par une transformation facile 
à la somme de deux fonctions, cliacune d'une seule variable. 
Ceci permet, lorsqu'il s'agit de coordonnées elliptiques planes, 
de représenter la tangente à une des coniques homofocales 
d'un système par une équation différentielle de forme expres- 
sive. 

Dans d'autres systèmes de coordonnées, les paramètres dif- 
férentiels H, H( ne dépendent chacun que d'une seule variable ; 
c'est ce qui se présente dans le système de coordonnées bi- 
rectilignes, comme on l'a vu au n"* 205. 

Mais le cas le plus intéressant est celui qui se présente 
dans le système curvo-rectiligne orthogonal, parce qu'alors un 
des paramètres différentiels est l'unité et l'autre une fonction 
d'une seule variable. C'est la forme particulière de ces para- 
mètres qui paraît se prêter le plus facilement à la résolution 
des questions sur l'analyse des courbes, comme la chose a été 
surabondamment établie dans notre Livre I. 



(*) Voir notre Anafyse infinitésimale des lignes tracées sur une surface quel'- 
conque^ p 194. 
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CHAPITRE rV. 

D^UNE COURBE QUELCONQUE RAPPORTÉE A DES COORDONNÉES 

CURVIUGNES. 



214. Longueur et direction de l'arc. — Soit une courbe s 
quelconque tracée sur un plan et rapportée à un système de 
coordonnées curvilignes; cette courbe, traversant le réseau 
des lignes coordonnées, sera appelée trajectoire. L'élément ds 
est le troisième côté d'un triangle dont les deux autres sont 
d(T, d(Ti; en appelant a, ^ les angles que cet élément forme 
avec d(x, d^i, on aura les équations 

ds d(T d(Ti ^ 

; <p = a-4-j3; 



sin(p sin|3 sina 
^ dscosa = d(7 -hd(7iC0S(p, ds cos^ =• d(Ti -h d(T cos(^; 

ds^ = d(T^ + rfo-J -i- ndadai cosy, 

lesquelles font connaître la direction de l'élément ds par rap- 
port aux lignes coordonnées, ainsi que la grandeur de cet 
élément. 

Rectification. — L'équation de la courbe est une relation 
entre les paramètres p et pi. Soit cette équation 

(2) p.=/{p); 

la différentielle ds de l'arc de courbe ne sera donc fonction 
que d'une seule variable p; donc l'intégrale de cette différen- 
tielle entre les deux valeurs de p, p^*^, p^'^ donnera la longueur 
de l'arc s compris entre les deux courbes p^*^, p^'^ de la série p. 
Qadrature. — L'aire du quadrilatère infinitésimal des lignes 
coordonnées a pour expression dvdaisinc^; si l'on intègre 
>unè première fois par rapport à pi, entre les valeurs de pt, p^t\ 



9 
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p, =f(p} et le résultat entre deux valeur^ de p, p^*^ p^*^ on aura 
Taire du trapèze curyiligne, limité par la courbe et les trois 
lignes pW, ptO, pW. 

215. Jngle de contingence de la courbe s. — Soient Q, cet 
angle de contingence et P le rayon de courbure correspondant; 
si aux trois sommets du triangle dont les côtés sont da, d(Ti, ds 
on mène {Jig. 78) des tangentes aux arcs, on forme un hexa- 

Fig. 78. 




gone dont la propriété, relative à la somme des six angles qui 
sont a, TT — I, TT — 9 — rf. <p. Il + rfo I H- 7r> P ■+• d^, û + tt, 
donnera Tune ou l'autre des relations 

( 3 ) 12 =: I - I, -4- rfo ? ~ rf(3 = I — Il H- rf« — rfi ?, 

dans laquelle il a fallu négliger les infiniment petits d'ordre 
supérieur au premier. 
Cette équation, lorsqu'on utilise la relation 

<p =: a -I- (3, 

peut s'écrire sous l'une ou l'autre des deux formes suivantes : 
(3') Q_i^I,_rf^a+rf,(3 = o. 

^ Cette formule fait connaître l'angle de contingence de la 
courbe s en fonction des angles de contingence des lignes coor- 
données et des variations des angles que la courbe fait avec 
les deux lignes coordonnées. 
Si l'on a égard aux formules (i) du Liv. III> Chap. II, on 
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obtiendra 

(5') û~-J + J, + rfoP-rfia = o, 

laquelle fait connaître l'angle de contingence d^ la courbe s 
en fonction des angles de contingence inclinée des lignes 
coordonnées. 

De même, il y a deux équations relatives aux angles de con- 
tingence inclinée analogues aux équations (3), 

(5) Û = J— Ji-hrfi9 — rfp=: J — J, — rfo9 -hrfa. 

Ces formules subiront des simplifications lorsque Tangle 9 
sera constant, ou bien lorsque les courbes coordonnées devien- 
dront des droites. Nous passons sur ces réductions qui sont 
intuitives. 

Les formules (3) et (3'] donnent l'angle de contingence Q 
de la courbe s en fonction des angles de contingence des lignes 
coordonnées. 

Les formules (5) et (5') donnent le même angle en fonction 
des angles de contingence inclinée des lignes coordonnées. 

Il y a une troisième catégorie de formules qui donnent ce 
même angle en fonction des angles de contingence propre et 
de contingence inclinée des lignes coordonnées. Ces formules 
sont 

(4) £2 = J — I. — rfp = 1 — J, + doc. 

Dans toutes ces formules, la caractéristique d indique une 
différentielle totale. 

Ces dernières formules montrent que, suivant que la trajec- 
toire ds formera un angle constant avec rfo-i ou avec rfo-, on 
aura Tune ou Tautre de ces relations 

et que ces deux relations auront lieu à la fois lorsque, Tune 
des deux conditions précédentes ayant lieu, Tangle 9 des lignes 
coordonnées sera constant. 

216. Courbure de la trajectoire, — Remplaçons dans les 
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formules (4) les angles de contingence propre ou inclinée par 
le rapport des arcs aux rayons de courbure propre ou inclinée 
correspondants, et substituons aux arcs les sinus correspon- 
dants qui jeur sont propottionnels d'après les équations (i}» on 
aura 

sinç sinp sina £/(3sin<p 

sin(p sina sin(3 siï\(^da 



P L, K ds 

Les formules (3) et (3'), (5) et (5'] donneraient naissance à 
des formules analogues que nous nous dispensons d'écrire, et 
qui toutes donneraient des expressions équivalentes de la 
courbure de la trajectoire. 

217. Courbure inclinée de la trajectoire. — Les tangentes 
à la série pi des lignes coordonnées coupent la trajectoire sous 
Tangle (3. Soient 4^^ le rayon de courbure inclinée de cette tra- 
jectoire, d^ Tangle de contingence inclinée sous l'angle {3 de 
cette trajectoire; de même les tangentes de la série p coupent 
la trajectoire sous l'angle a; soient 4^« et 5« le rayon de cour- 
bure inclinée et l'angle de contingence inclinée sous l'angle a 
de la trajectoire; donc les équations [4] deviendront 

,^, sin© sinS sina sin© sina sinô 

•Cp L Ri ^« L| K 

De là résulte que les extrémités des rayons 4Lp> L,^R,, ainsi 
que les extrémités des trois rayons ^«, Ri, L», pris avec leur 
signe et portés dans la direction des éléments ds, d^t, dtr, 
sont en ligne droite. 

Il en résulte des constructions faciles des rayons de courbure 
droite ou inclinée de la trajectoire au moyen des rayons de 
courbure droite ou inclinée des lignes coordonnées. 

Il est bon de remarquer que, si la trajectoire ds coupe la 
série (pi) ou la série (p) des lignes coordonnées sous un angle 
constant, les formules [4] montrent que dans le premier cas 
les extrémités des rayons P, Li, R, et dans le second cas les 
extrémités des rayons P, Ri, L sont en ligne droite, pourvu 
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que dans les deux cas les rayons soient portés dans la direction 
de dSf d^i, d<T à partir du point que Ton considère sur la trajec- 
toire. 

218. Expression de la courbure de la trajectoire ds enfonC' 
tion des variations des arcs coordonnés, — Appliquons la for- 
mule (6) du n<* 188 à Tare ds coupé par Tare da^ il faudra con- 
sidérer le déplacement par rapport à ds comme étant complet 
et correspondant à la variation d, et le déplacement par rapport 
à d(T comme partiel et correspondant à la variation d^ ; on ob- 
tient ainsi 

dsd^ sina , , ,. , 

= d^ds — a(a<xcosa); 

or, si l'on remarque que le triangle dont les côtés sont dsy da, ddx 
donne la relation 

ds =z dd cosa H- rfo-, cosp, 

que d=.d9-h rfi, le second membre se transforme par suite 
de ces relations; si de plus on élimine du premier membre ds 
au moyen des premières formules (i), on tombe sur Téquation 
aussi simple qu'expressive 

(7) p = do(d<Ti cosp) — a,(ao-cosa). 

Maintenant, si nous représentons par dcù Taire du quadri- 
latère curviligne dont les côtés sont da^ dai, par dv et dvi les 
projections de ses deux côtés sur la diagonale ds, on obtient 
l'expression non moins simple 



(7') 



I dojdv,) — di(dv) 

P~" d^ 



laquelle conduit à ce théorème, que nous avons fait le pre- 
mier connaître : 

Théorëmb.. — La courbure d'une courbe est le quotient de la 
différence des variations des projections des arcs coordonnés 
élémentaires sur la direction de la courbe par Vaire du qua- 
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drilatère de ces arcs coordonnés, ces variations étant prises par 
rapport aux paramètres correspondant à ces arcs. 

219. Éléments d'une trajectoire en fonction des paramètres 
différentiels du premier ordre et des dérivées de Véquation 
de la courbe. — Soit Téqualion de la trajectoire mise sous la 
forme 

M=:i|;(p, p,) = COnSt. 

Représentons par u', u\ les dérivées de u par rapport à p et pi, 
on aura Téquation 

(a) u'rfpH- tt', djpi = o. 

Longueur de Vêlement ds. — Si Ton pose, pour abréger, 

K> = H»m7 + Hîa'»- aG'ii'tt',, 

la valeur de ds donnée par la dernière des formules (i) conduit, 
suivant qu'on en éliminera dp ou dpt au moyen de Féqua- 
tion (a'), aux deux valeurs suivantes : 

ds dp rfp, 

Direction de l'élément ds. — Les autres formules (i) pren- 
nent la forme suivante : 

K u\ u' 



. v/H^H;-G< Htsinp Hsina \ 

"^ BTcôsô ~" Ml cosp ' 

ces formules donnent les expressions des sinus et des cosinus 
des angles a, (3 que la trajectoire fait avec les lignes coor- 
données. 

Variation de l'angle des lignes coordonnées. — On obtient, 
par la différentiation de l'équation 

& 

C0S9 = gg., 



CHAPnRB IT. — d'une GOUHBE QUELCONQUE, ETC. 899 

les deux formules suivantes, qui donnent les variations de 9 
par rapport aux paramètres p, pi : 



rf / G'\ _rf / G' \ 

d' _dp VhH.J _dp, \HhJ 



(8) _y/,_gj^_ ^ - ^ 

Courbure de la trajectoire, — Elle résulte de la formule ( 7 ), 
laquelle donne 



V/H'HJ - G* 






220. Angle de deux courbes en leur point d'intersection. — 
Soient les équations de ces deux courbes^ u q\ v étant des 
fonctions de p et pi, 

(9) w = const., c = const. 

Soient </5 et d^ les éléments d'arc de ces deux courbes; da^dvi, 
Sa, d(Ti les composantes obliques de ces deux éléments sui- 
vant les lignes coordonnées; oc, ai les angles que ces éléments 
font avec rfo-, Sa. Soit <p, l'angle de ces deux courbes, on a 

(10) cos<pi=:cos{ai — a), sin9i = sin(a, — a); 

si Toii développe les seconds membres et qu'on ait égard aux 
formules (i) relatives à chacun des éléments ds, as, on trouve 
les deux équations 

( dsdscosot = {daS(i -h d(Tià(7i) -h cosolddStTi -h d(Tià(T)y 

(1 1) < 

( dsSss\n(^i=s\ïï(f{d(TS(Ji — d(7ià(T); 

or, si l'on appelle Ki ce qui devient K, relativement à l'équa- 
tion V = const., f ' et if\ les dérivées de v par rapport à p et pi, 
on a aussi les relations 

if — ^— ^ 
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Les équations précédentes donnent 

dans lesquelles il n'entre que les paramètres différentiels du 
premier ordre des lignes coordonnées, et les dérivées par- 
tielles des équations des deux courbes ds, ds. 

221. Passage d'un système de coordonnées curvilignes à un 
autre système, — Soit un second système de lignes coordon- 
nées donné par les deux équations 

et provenant des variations des paramètres u, v qui fixent dans 
ce nouveau système la position d'un point. On déduit des 
équations précédentes les valeurs de p et de pi en fonction des 
paramètres u et v. Soient ces valeurs 

P =/(«»«')> pi=/(", ♦'); 

les paramètres H, Hi, G relatifs aux variables p et pi sont con- 
nus, et la question présente consiste à calculer les paramètres 
différentiels du premier ordre relatifs aux variables u. Vj para- 
mètres que nous/eprésenions par S, Si ff- 

Or> si l'on conserve les notations précédentes, on a, par 
suite de la troisième des équations (i), les deux relations 

rfw* * rftt* du du 

d'ane autre part, la première des formules (i i') donne 
/ ax n, TMydfdf ii,àf,df, „,fdfdf, dfdf,\ 
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dans laquelle il faudra remplacer, dans H, H., G les variables p 
et pi par leurs valeurs en fonction u et i^, données par les équa- 
tions. 

Cette solution du problème du changement des coordonnées 
est la plus générale qui puisse être donnée, et renferme 
comme cas particulier celles relatives au passage du système 
cartésien au système curviligne quelconque qui a été Tobjet 
du n» 208. 



26 
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CHAPITRE V. 

APPLICATIONS DES THÉORIES PRÉCÉDENTES. 



222. Des courbes magnétiques. — Dans ces courbes, chaque 
élément d*arc est assimilé à une aiguille magnétique tournant 
sur un pivot, douée de deux pôles, l'un positif, l'autre négatif, 
et attirés ou repoussés par le pôle positif ou le pôle négatif 
d'un barreau aimanté, suivant que Faction a lieu entre deux 
pôles de même nom ou de nom contraire. 

Soient [fig, 79) F et F, les deux pôles, l'un positif et l'autre 




négatif du barreau; A et G les deux pôles, l'un positif et l'autre 
négatif de l'élément ds. Nous conservons les notations du 
n*» 205 relatives au système de coordonnées birectilignes. 

Soient v% vî; nS n\ les actions attractives de F sur C et de 
F, sur A, et les actions répulsives de F sur A et de Fi sur C à 
l'unité de distance. 

Soient /(r),/,(r) les fonctions qui représentent la loi d'at- 
traction et de répulsion; le moment résultant des actions exer- 
cées sur G est 

— [v'/(r) sin(3 - n'/;(r.) sin«], 
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le moment résultant des actions exercées sur A est 

— [vî/(r,)sina — /i^y;{r)sin(3], 

et comme ces deux moments doivent être égaux, on a 

(I) [v^fir) -h nî/. (r)] sin(3 r.. [vî/{.r.) + /i'/.(rO] sln«, 

qui est réquation de la courbe relative à la direction de la 
tangente. 
Si Ton remarque que Ton a les relations 

as ^ as ^ smpi sinp sin{pH-p,) 

que, par la nature de Tattraclion magnétique, v' et vj sont 
égaux, et qu'il en est de même de n^ et de n], l'équation (i) 
peut s'écrire successivement sous les formes suivantes : 

(i) F(r)sin(3=zF(r,)sina; 

. . sinprfp slnpic/pi 

^ ^ 2flsinp ^ 



sin(p-i-p,) 



/ 2asinpi \ 
Vsin(p + pO/ 



Cette équation différentielle s'intègre dans le cas où les fonc- 
tions / et /I sont égales entre elles et à une puissance m de 
la distance; on obtient alors l'équation 

(i') r^sinp := r7*sina, l 

^ ^ sin'"+'p sin^'-^'pi ' 

dont l'intégrale sera 

(3) r^ + r_^ = const. 

Dans le cas de la nature, les attractions et les répulsions 
magnétiques s'exercent en raison inverse du carré de la dis- 

26. 
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UDce; on trooTe, en représeniant une consOnte |nr C, 

COSô — cos&i = C 

2â3. Bajnon de courbure des courbes tmagméiiques. — Puis- 
que la recherche du rayon de courbure R ne dépend que des 
paramètres différentiels du système des coordonnées et des 
coefficients de l'équation différentielle de la courbe, si l'on 
applique â l'équation (2^ les calculs indiqués au n* 218, on 
trouTcra, après quelques réductions £iciles, l'équation sui- 
▼ante : 

. [F(r)cos^ — F r,;cosflE]5 

\ 

ih j -.^r(r;-L^]sin.5 



*',[^''-m- 



Sin22 



I I 



Dans le cas de la nature, F(r), F(r,) deyiennenl — ; — ; l'équa- 
lion précédente deyiendra donc 

(cosS . cosaX I 3 /sin2^ sinsaX 

off si l'on remarque que dans ce cas l'équation (i) devient 

sinS sina 



/•* r\ 



■ t 



on obtient l'expression suivante du rayon de courbure : 

^ sîno I _l5/cos3 , cosa\ 

sinasin^ R \ r ^ n )^ 

qui est d'une interprétation et d'une construction faciles. 
L'équation (4) peut aussi s'écrire sous la forme suivante : 

sinç I cos3 cosa i F'(r;Sin2(3 -f- F'(ri) sin2a 



siQasin^R r r^ 1 sinaF(r) -h sinpF(r,) 
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224. Cas particuliers. — Faisons quelques hypothèses sur 
les valeurs particulières de m dans Téquation : 
I* Si m = — I , on trouve 

p -h p, = consl., 

équation du cercle; 

2^ Si m = o, ce qui revient à dire que les forces magné- 
tiques sont constantes, on trouve Téquation 

/ / . , -f- 1 r ^' . , = consi., 

J 2C0S7psinjp j acosjpiSinlpi 



ou bien 



I I 

tang - p tang - pi = const.; 



3® Si m = I, réquation (2) devient 



J sin'p J sin^p, 



ou bien, après intégration, 

cotp -4- cotpi = const. 

225. Des courbes d'équilibre. — On appelle ainsi les courbes 
telles qu'un corps, sous l'action de forces données, reste en 
équilibre sur cette courbe, quelle que soit la position qu'A 
occupe sur cette courbe. Nous avons déjà établi les pro* 
priétés générales des courbes d'équilibre d'un corps soumis à 
l'action de plusieurs forces centrales agissant en fonction de 
la distance; supposons que le nombre des forces est réduit à 
deux /(p),/i(pi), on a l'équation 

(i) //(p)rfp-^//(pt)rfpt = const.; 

or un grand nombre de questions se réduisent à la précédente, 
et cela arrive lorsque les forces qui agissent sur le point, sans 
être dirigées vers des centres fixes, sont telles qu'on peut les 
grouper deux à deux, par celte condition que les résultantes 
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de chacun de ces couples passent par un point fixe, et que 
leur intensité est une fonction de la distance du corps à ce 
point fixe. 

Un cas curieux de cette réduction se présente lorsque Ton 
suppose que le point matériel est attiré suivant les deux tan- 
gentes menées de ce point à un ou plusieurs cercles. Exami- 
nons en particulier le cas de deux cercles de rayon m, mi, et 
dont les centres sont en F et F|. Soient / et t^ les tangentes à 
ces deux cercles et Vit), F(/i) les fonctions des tangentes qui 
représentent les lois des intensités. La résultante des deux 
forces F( /), qui agissent sur le point matériel suivant les deux 
tangentes / au cercle m, est dirigée vers le centre F et a pour 
expression 

2F(/)cos(/, r) ou bien 2F(0-; 

d'après cela, l'équation différentielle des courbes sera 
(2) F{O-rfr-f-F(0 -rfr. = o, 

avec les conditions 

226. Cas particuliers. — i« Supposons les forces propor- 
tionnelles aux tangentes, l'équation différentielle (2) devient 

r r, 

qui prend la forme 

j j *dr ^ dri 

rdr -h r, dr^ = m* h m? — : 

r r, 

l'intégrale, c étant la constante d'intégration, s'obtient sous la 
forme 

r'4- rj -+■ c'= logr""'r*'^î. 

2^ Si les forces sont en raison inverse des tangentes aux 
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cercles, on obtient Téquation 

rvx = const., 

qui représente l'ellipse de Cassini. 

3® Si les forces sont en raison inverse des carrés des tan- 
gentes et que les deux cercles soient égaux, on obtient Téqua- 
tion 



m 



const. 



4** Si elles sont en raison inverse des cubes des tangentes, 
on obtient, suivant que les deux cercles sont égaux ou iné- 
gaux, tes deux équations 



tu] 

-"—^ = const., 
rr, 






227. De quelques propriétés coniques. — Comme applica- 
tion du système de coordonnées rectilignes et circulaires con- 
sidéré dans le n**207, si Ton suppose que le point fixe F, passe 
à l'infini, le système se composera d'une série de cercles con- 
centriques ayant leur centre en F et d'une série de parallèles; 
l'équation 

r'— m* 

— u, 

dans laquelle m est une constante, r ei p sont la distance du 
point au centre Fi et la distance à une droite fixe XXi, et u 
une constante pouvant prendre toutes les valeurs possibles, 
représente une série de coniques doublement tangentes au 
cercle de rayon m et ayant la droite XX, pour corde des con- 
tacts. Les formules relatives à la tangente à la série de coniques 
conduiront à cette proposition, savoir: que si l'on considère 
un point A dans le plan de ces courbes et qu'on prenne les 
polaires de ce point par rapport aux différentes coniques et au 
cercle, elles auront toutes un point de concours sur la corde 
des contacts. Ce théorème donne le moyen de construire la 
tangente d'une de ces coniques en un point donné. Nous lais- 
sons au lecteur le soin d'effectuer ces calculs. 
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228. Problëxb. — Soient (p) et {pi) les deux séries de lignes 
coordonnées. Trouver l'angle des deux courbes 

w = p -h p, = const.y vz=p — ptzz: const. 
Dans le cas actuel, on a 

u' = if w', = I ; i'' — I , f ', = — I . 
Donc, si Ton se porte au n^ 220> on trouvera 

K» = » H- Hî - 2 G% K î =:= H' -+- H ; 4- 2 G» ; 
par suite, on aura, d'après les formules (ii) de ce numéro, 

-H'-f-Hî -h^ + h; 



coscpi 



>/(H» -f- H?)» - 4G* v/H* -f^ HJ - aH^HJ cosacp 



Sous cette forme on reconnaît que, si le système de coordon- 
nées p et pi est tel que les carrés des deux paramètres différen- 
tiels du premier ordre soient égaux, Tangle 91 est droit et lés 
deux courbes u ei v se coupent orlhogonalement, et qu'il en 
sera de même du nouveau système des coordonnées {u), (v). 

Ce cas remarquable se présente dans le système bicirculaire; 
de là résulte que les deux courbes 

p -f- p, = const., p — piz= consi., 

qui représentent deux séries d'ellipses et d'hyperboles homo- 
focales, se coupent orlhogonalement. 

On voit, de plus, que cette condition d'orthogonal ité est 
nécessaire, car l'angle f 1 ne peut être droit que tout autant 
que le numérateur du second membre de l'équation précé- 
dente est nul, ce qui entraîne la condition de l'égalité des 
carrés des deux paramètres H et H|. 

Il est aussi aisé de voir que, si les deux paramètres, sans 
être égaux, sont dans le rapport constant m, les deux équa- 
tions 

p -h mpi =: const., p — mp, = const. 

se couperont orthogonalement, et que, si le rapport m est va- 
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riable, les deux équations 

dp -h mdpi = 0, dp-- mdpi = o 

jouiront de la même propriété. De là on tire cette proposition 
générale : Si dans un système quelconque de coordonnées 
(orthogonal ou non) les paramètres différentiels du premier 
ordre sont dans un rapport m y les deux séries de courbes 
données par l'équation 

dp*— m^dp] — o 
se coupent orthogonalement. 

229. Des diverses formes de l'équation de la ligne droite. — 
Nous avons trouvé (n** 218) Texpression suivante de la courbe : 

p ^ = dx{d(T cosa) — d^{d(T^ cosp). 

Si Ton suppose le système orthogonal et choisi de telle sorte 
que les paramètres H et H, soient égaux^ on aura 



W dR , dE „f , da da\ 

— - 1= cosa -j sina -3 H ( sina -3 — h cosa -j- 

P dpi dp \ dpx dp I 



multiplions membre à membre cette équation et la suivante : 

dp rfp, 

— -1 — ? 

cosa sma 

on obtient l'équation 

-p- (sinadp -+- cosac/pi) 
• . f = cos*a-i— api — sm^a-^— «p H- sH'cosasmaaa. 

Si Ton suppose que H^ soit la somme de deux fonctions ^^ ^ty 
chacune d'un des paramètres p et pi coordonnés de telle sorte 
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r 

que H' = 4' "*" ^^9 ^^ ^^^^ réqualion 

. , sin«£/p ~4- cos«c/pi d{^x cos'g — 4* sin'g) 

( 2 ) p — -^ \ . 

telle est Texpression de la courbure dans le système de coor- 
données que nous venons de définir. 

Si h trajectoire est une droite, la courbure p étant nulle, 
réquation différentielle de cette droite sera 

rf(4i cos'a — 4 sin'a) i=: o, 

dont l'intégrale première sera 

(3) 4» cos'a — 4 sin'a = consl.; 

telle est la forme de l'équation de la droite dans le système de 
coordonnées orthogonales, et dans lequel les carrés des para- 
mètres différentiels du premier ordre sont chacun la somme 
de deux fonctions de l'une des deux variables. 

Le même théorème a lieu lorsque les cariés de H et de H, 
sont de la forme M*(4 4- ^x)y Mî(4(-4- 40» M étant une fonc- 
tion de p et Ml une fonction de pi. 

£n effet, posons 

Mdp = du, Mi(/pi = rfwi; 

on tire de ces deux équations p en fonction de «i, et pi en fonc- 
tion de Mi ; conséquemment, si l'on-appelle U et U, les résultats 
de la substitution de p et de pi dans ^ ^^ 4" ^^ ^^^^ 

donc l'équation différentielle de la ligne droite dans le système 
des coordonnées u, u^ sera 

U sin'a — U» cos^a = const., 

et, en revenant aux variables p et pi, on aura encore 

^|; sin'a — tj't cos*a = const. 
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230. De Véquation de la tangente à une conique dans le 
système elliptique.— ' Ces coordonnées (n**201) satisfont aux 
deux conditions dont nous venons de parler ; donc l'équation 
de la ligne droite dans ce système sera 



:p;. 



(4) p'cos»(3-f-pîsin^|3: 

Cette forme d'équation est due à M. Liouville. Si l'on y fait 
(3 = o, on trouve P'=p*\ donc p, est la valeur du demi-grand 
axe de la conique à laquelle cette droite est tangente, tandis 
que p et p, sont les demi-grands axes des coniques qui déter- 
minent le point de la droite où elle forme avec les coniques 

correspondantes les angles (3 et (3. Si po>c, po représente 

une ellipse; si po = c, elle représente la distance focale; si 
?9<iCy elle représente une hyperbole. 

Conséquences de cette équation. — Le nombre des proprié- 
tés des coniques qu'on peut déduire de cette équation est 
considérable; proposons un exemple pour faire connaître 
l'usage que l'on peut faire de cette équation. Soit 

(4') p'cos»(3.^H-p;sin»p. = pfo) 

la tangente à la conique p(o du système; si les angles ^ et ^i 
•isont tels que leur différence égale un angle droit et qu'on 
fasse la somme des deux équations (4)» (40> on aura 



p»-+-pîr^pJ-t-pfo), 

qui est l'équation d'un cercle. 

. Le lieu des sommets d'un angle droit dont les côtés sont 
tangents à deux coniques homofocales est un cercle. 
Si la différence des angles |3i et (3 est U, on aura 



lanfiU ^ tangP- - tangp ^ \ 9k-9\ Vpî-PÎ 
1 -+- lang'p, lang(3. ^ /p. _ pj p. _ p»„ 

I ~T" 



\/& 



p:-pî Pw— p; 

pour représenter l'équation du lieu du sommet d'un angle C 
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dont les côtés restent tangents à deux coniques homofocales. 
Si les deux coniques p« et p(«) se confondent en une seule, 
on obtient l'équation 



langTT^ W(p'-p:)(p;~p;) . 

231. De V équation de la tangente à une conique dans le 
système bicirculaire. — Si les centres des cercles (n^206) de 
Tune et l'autre série sont les foyers de la double série de co- 
niques, en appelant 9 l'angle des deux rayons vecteurs r, r,, 

(5) r-f-r, =:^2p/ r— r, ==2p,; 

d'après cela, l'équation (4) devient 

(6) r*-|- rj— 2IT, COS0 =:4p»« 

Cette équation établit, entre les distances r, r, d'un point aux 
deux foyers communs, l'angle des tangentes menées de ce 
point à la conique dont l'axe est 2p«, et l'axe de cette conique 
la même relation qui existe entre un angle et les trois côtés 
d'un triangle. 

Or, si l'on représente par p» la demi -distance focale d'une 
conique dont le grand axe serait quelconque et dont les rayons 
vecteurs seraient r et r', on aura l'équation 

(7) r'-hT'— 2tt' cos(t, t') = 4pÎ- 

Donc, si l'on choisit t et t' respectivement égaux à r et r', 
l'angle (t, t') sera égal à l'angle Q. De là on tire les théorèmes 
suivants : 

I® Si deux coniques C et G sont telles que la distance focale 
de la première soit égale au grand axe de la seconde^ et 
que deux points pris l'un sur la première et l'autre dans le 
plan de la seconde, de telle sorte que les distances r et r du 
premier point aux foyers de la conique C soient respective- 
ment égaux aux distances r et n du second aux foyers de la 
conique C; si du second point on mène des tangentes à cette 



CHAPITRE y. — APPLICATIONS DES THÉOBIES PRÉCÉDENTES. 4^^ 

coniquey elles formeront entre elles le même angle que les 
deux rayons r, t' . 

2*> Lorsque deux éléments du triangle formé par les deux 
rayons vecteurs et la distance focale de la première conique 
sont respectivement égaux à deux des éléments correspon- 
dants du triangle formé par les rabattements des distances 
d'un point aux deux foyers de la seconde sur les tangentes 
menées de ce point à cette conique et la ligne qui joint les 
extrémités de ces distances rabattues, les deux triangles seront 
égaux chacun à chacun, pourvu que parmi ces éléments il y 
ait un côté. 

3** Si deux courbes planes E, E' sont rapportées chacune à 
deux foyers dont les distances focales ne sont pas les mêmes, 
et qu* elles jouissent V une et Vautre de la même propriété par 
rapport à leurs rayons vecteurs et aux mêmes paramètres a, 
«I, . . . , toute relation exprimant une propriété de la première 
courbe par rapport à ses rayons vecteurs, à l'angle de ses 
rayons et à la distance focale, exprimera la même propriété 
de la seconde courbe par rapport aux rayons vecteurs de cette 
courbe à r angle des deux tangentes menées de ce point à 
une conique ayant les mêmes foyers que cette seconde courbe, 
pourvu que cette seconde conique ait un grand axe égal à la 
distance focale de la première courbe. 

4** Les mêmes choses étant données que dans le théorème 3®, 
si f{z,z';a,ai,...) = o et jf ( r, ri ; «, a„ . . . ) = o ^ont les 
équations des deux courbes E et E', il suffira qu*en deux points 
correspondants une seule des coordonnées de l'une de ces 
courbes soit égale à la coordonnée correspondante de l'autre 
pour que* les deux triangles, qui ont leurs sommets en ces 
points et qui sont formés le premier avec les deux rayons 
vecteurs z et x' et le côté 2po, et le second avec l'angle des 
tangentes à la conique 2pt et les rayons vecteurs r, r,, soient 
égaux. 

Remarque. — Ces divers théorèmes s'appliquent à un ré- 
seau quelconque de coordonnées elliptiques homofocales, 
parce que la distance focale du réseau est indéterminée. 
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232« applications, — Appliquons ces théorèmes à quelques 
exemples : 

I" Soil la droite EM rapportée aux deux foyers F, F, et paral- 
lèle à la droite FFi; elle exprime que le triangle formé par les 
deux rayons vecteurs t et t' a une aire constante 2a^ Si Ton 

Fig. 80. 




construit une conique ayant FF, pour grand axe et une dis- 
tance focale AAi quelconque, la courbe E' qui aura^ par rap- 
port à ses rayons vecteurs r et a et au paramètre a la même 
équation que la première par rapport à t, t' et âc Jouira de cette 
propriété que Taire triangulaire des deux rayons r, n, rabattus 
sur les tangentes menées d'un de ses points à la conique sera 
constante. On aura donc, pour l'équation de la seconde courbe. 

Si on la rapporte à deux axes rectangulaires menés du milieu 
de FF,, Tun suivant cette droite et l'autre normalement, on 
aura Téquation 

plr' -+- ipl - ^')^' -^ pi {^' - pi) ~^* = o, 

qui représente une conique. Cette équation ne dififçre de celle 
de la conique de la question qui a pour axe 2po et pour dis- 
tance focale 2c que par le terme constant a*. Ces deux co- 
niques sont donc semblables. 

2" Le lieu des sommets d'un angle droit circonscrit aux 
deux points F et F, est un cercle dont l'équation est 

le lieu des sommets d'un angle droit circonscrit à la conique 
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dont FF| est le grand axe sera un cercle dont Téquation sera, 
par rapport aux foyers A et Ai, 

De même le lieu des sommets d'un angle constant 6, cir- 
conscrit à deux points Gxes, est un double cercle dont Téqua- 
tion est 

r' -h r" — 2rr' cos0 — 4pî« 

< 

Donc le lieu des sommets de Tangle constant 6, circonscrit à 

la conique dont la distance focale est 2p«, sera une courbe dont 

réquation sera, par rapport aux foyers A et A„ 

r^ H- r' — 2rr, cos0 = 4pî î 

• 

mais ici la courbe ne représente pas un double cercle, mais 
bien une courbe du quatrième degré, par suite de l'introduc- 
tion de la demi-distance AA, dans Téquation cartésienne de la 
courbe. 

3<* Le lieu des points dont les distances à deux points fixes 
F et F, sont dans un rapport constant est un cercle; les bis- 
sectrices de Tangle intérieur et de Tangle extérieur des deux 
rayons vecteurs passent par deux points fixes. 

Le lieu des points dont les distances aux deux foyers de la 
conique qui a FF| pour grand axe sont dans le même nombre 
constant est aussi un cercle; les bissectrices de Tangle inté- 
rieur et de Tangle extérieur des tangentes menées de chacun 
des points de ce cercle à la conique passent aussi par deux 
points fixes. 

233. Des lignes dont chaque point jouit d'une propriété 
donnée par rapport aux courbures des lignes coordonnées. 

Problème. — Trouver le lieu des points tels que chacun d'eux 
soit à une distance invariable de la droite qui joint les centres 
de courbure des deux coniques homofocales passant par ce 
point. 

Soient R et Ri le rayon de courbure des deux coniques; ces 



c 
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deux rayons sonl les deux côtés d'un triangle rectangle dont 
la hauteur / est liée avec ces deux côtés par la relation 

I I I 

r» "" R^ "^ Rî ^ 

or, si Ton fait usage des formules {8'"} du n® 190 et (4') du 
n"* 209, elles donnent, dans le système de coordonnées ellip- 
tiques que nous avons défini n^ 209, 

p v^p* — c' pi ^c^ — pî 

on aura donc 

telle est Téquation du lieu cherché. 

Elle peut aussi se mettre sous une autre forme; en efifet, 
dans le système bicirculaire, dont les rayons sont t et ti, elle 
devient 

■ ' • 

or, si Ton appelle t^ la distance du point au centre des coniques 
homofocales, on a 

ainsi, pour cette courbe, la distance d'un point quelconque 
au centre commun des coniques est proportionnelle au rec- 
tangle des rayons vecteurs. 

Tangente$ à la courbe. — On trouve facilement 

costt ds cos t ds cos t^ ds 

^ — -— -h — -, 

la tiormale passe donc par le centre de gravité des extrémités 
des longueurs menées du pdint que l'on considère sur la 
courbe, inversement proportionnelle à — t, ^ ty et dans la 
direction de ces rayons. 
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Rayon de courbure,— Soit ^ ce rayon de courbure; on 
trouve sans difficulté l'équation suivante : 

I /cosv^a cos/^ cos^^ X 

â\ ;; ~t T^ ) 

cos 2 ra5 cositds cos2ti as 

_ ^^ - - , 

qui donne une construction simple du rayon de courbure. 

234. Conclusion, — Les exemples qui précèdent établissent 
surabondamment l'utilité de notre théorie des coordonnées 
curvilignes planes^ et la facilité avec laquelle les questions 
sont résolues dans le système de coordonnées propre à cha- 
cune d'elles. Cette théorie renferme, comme cas particuliers, 
les divers systèmes de coordonnées que nous avons étudiés 
de préférence dans les deux premiers Livres de cet Ouvrage, 
et dont nous avons fait de nombreuses applications. Pour faire 
rentrer ces divers systèmes dans l'ordonnance de nos formules 
générales, il sufGrait, dans ces divers cas, de mettre en évi- 
dence les paramètres différentiels du premier ordre H, Hi, G, 
relatifs aux arcs et à l'angle des lignes coordonnées. 

Que si Ton compare les formules de notre Analyse des 
courbes planes avec les formules de notre Analyse des courbes 
tracées sur une surface, on reconnaît entre elles de nombreux 
points de contact. En effet les secondes se partagent en trois 
groupes : le premier, qui peut être affecté de la courbure des 
lignes coordonnées, mais nullement de la courbure de la sur- 
face; le second, affecté des courbures tangentielles des lignes 
coordonnées et de la courbure de la surface; enfin, le troi- 
sième, relatif aux courbures des arcs coordonnés normales à 
la surface. Or le premier groupe de formules a son analogue 
dans l'Analyse des courbes planes : de là résulte que toutes les 
questions qui dépendent des formules de ce groupe sont trai- 
tées, ou peuvent être traitées de la même manière dans les 
deux Analyses. Le second groupe a aussi son analogue dans 
t'Analyse des courbes pla^s; mais les formules sont simpli- 
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fiées par suite de la disparition du terme relatif à la courbure 
de la surface. Conséquemment les questions de Géométrie, 
plane qui dépendent des formules de ce groupe peuvent être 
traitées par un calcul analogue, mais plus simple. Le troisième 
groupe n'a pas d'analogue dans l'Analyse des courbes planes. 
Ces observations permettraient d'ajouter à notre théorie des 
coordonnées planes toutes les formules des deux premiers 
groupes que nous avons établies dans VAnalyse des courbes 
tracées sur une surface^ et toutes les applications que nous 
en avons faites dans le Livre II de l'Ouvrage cité; mais, pour 
éviter des répétitions, nous omettons ces formules et ces 
applications. Seulement il est de notre devoir de les men- 
tionner, parce qu'elles forment le complément du présent 
Ouvrage. 



FIN. 
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